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关于圆形轨道稳定性的两个问题

王建中
(浙江科技学院 基础部,浙江 杭州　310012)

摘　要: 质点在有心力 F= - c/ r n作用下作圆形轨道运动, 当 n< 3时,轨道是稳定

的。其次,作圆形轨道运动的质点,若其势能为 U ( r ) = - km/ r
p
,则当 0< p < 2时,轨

道是稳定的。指出了n= 3和n> 3这两种情况所对应的轨道不稳定性的区别,并讨论

了从力和势能给出的两个稳定性条件之间的联系。
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质点在有心力作用下, 若满足一定的初始条件, 就有可能绕力心作圆形轨道运动。“现在我

们要问,这种圆形轨道是稳定的,还是不稳定的? 这个问题在物理上很重要。因为在自然界,微

小扰动是经常存在的,它将破坏不稳定的圆形轨道, 只有稳定的圆形轨道, 才有机会继续下

去”[ 1]。文献[ 1]对 u= 1/ r 用小参量展开的方法给出了解答:在引力与距离的 n次方反比的力

F = - c/ r n ( 1)

的作用下,质点作圆形轨道运动时,只当 n< 3时才是稳定的。并进一步指出,立方反比律( n=

3) , 则给不出稳定的圆形轨道。文献[ 2]对 r 用小参量展开的方法研究了这一问题,得到了同样

的结果,并指出对于n= 3的情形, “圆轨道也是不稳定的”。所以,质点在( 1)式所示的有心力场

中运动,圆形轨道稳定的条件是 n< 3。

文献[ 3]指出,质点 m 在其势能为- km/ r
p
的有心力作用下, 沿半径为 r o 的圆轨道运动,

则圆轨道的稳定条件是 0< p < 2, 并特别指明,若 p = 2, “圆轨道一般不可能”。

但是,还有两个问题,本文拟作一探讨。

问题 1:质点在( 1)式所示的有心力场中运动, 当 n> 3或 n= 3时, 圆形轨道都是不稳定

的,这两种情况,圆形轨道的不稳定有没有区别。

问题 2:根据力和势能的关系, 圆轨道的稳定条件 0< p< 2, 相当于 1< n< 3 。p = 2对应

于 n= 3,大家能理解 p< 2的结论,但怎样理解 0< p 的含义呢? p = 0(相当于n= 1)行不行?文

献[ 1]和文献[ 2]从( 1)式得到的结论仅要求n< 3, 而n= 1满足这个条件。这个矛盾怎样解决?



1　对问题的分析

1. 1　有效势能

利用有效势能 U eff ( r )的概念,可以对上两个问题给出明确的说明。质点在有心力作用下

的运动是平面运动,其角动量守恒。利用这一性质可以把变量 H消去,而得到仅含有变量 r 的

能量关系,相当于质点作一维运动的方程。

质点在有心力作用下, 设其势能为U ( r ) , 动能为 Ek= mv
2
/ 2= m ( ra2+ r

2Ha2) / 2, 则质点的机
械能为

E = E k + U ( r ) = mr
a2 / 2 + mr

2Ha2 / 2 + U ( r)。 ( 2)

其中,第 1项为质点沿矢径运动的动能, 第 2项是质点沿垂直于矢径方向运动的动能, U ( r)是

势能。而质点角动量的大小

L = ûr ×m vû= mr
2Ha

为常量。从中把 Ha解出, 代入能量表达式( 2) ,可得

E = 1
2
mra2 + L

2

2mr
2 + U ( r )。

其中,第 2项
L

2

2mr
2又称为离心势能

[ 4]
。而把

Ueff( r) = L
2

2mr
2 + U ( r) ( 3)

称为有效势能
[ 2]
。于是质点在有心力作用下运动的机械能为

E =
1
2 mr

a2 + Ueff( r)。 ( 4)

这相当于质点沿 r 方向作一维运动的方程。

1. 2　圆形轨道的稳定性

质点作一维运动时, 可以根据其势能曲线的特点给出质点的平衡性质: 势能曲线导数为

零处是质点的平衡点; 势能极大值处是质点的不稳定平衡点; 势能极小值处是质点的稳定平衡

点;势能为常数, 则质点处于随遇平衡。相应地,若有效势能 U eff ( r )具有极大值,则圆形轨道是

不稳定的;若有效势能 U eff ( r )具有极小值,则圆形轨道是稳定的;若有效势能 U eff( r)为常量,

其圆形轨道暂且称之为临界轨道。下面要说明, 质点在( 1)式的有心力作用下运动, n= 3对应

的有效势能 U eff ( r)是常量;而 n> 3对应的有效势能 U eff ( r)具有极大值。

圆形轨道对应于 U eff ( r)的极值点, 由( 3)式取 U eff( r )的一阶导数为零, 可得

- L
2

mr
3 +

dU ( r )
dr

ûr = r
o
= 0。

因为势能曲线在极值点的二阶导数大于或小于零决定势能是极小值还是极大值。对上式求导,

并考虑到势能 U ( r )对 r 的导数等于质点所受作用力的负值,可知

3L 2

mr
4
o
-

dF
dr
ûr = r

o

> 0,

= 0,

< 0

( 5)

分别对应于稳定圆轨道、临界圆轨道和不稳定圆轨道。

若有心力的函数形式为 F ( r) = - c/ r
n, 其中 c> 0, 则dF

dr
= n

c
r
n+ 1 , 代入( 5)式,得到稳定圆
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轨道、临界圆轨道和不稳定圆轨道的条件分别为

n

< 3,

= 3,

> 3。

( 6)

1. 3　对问题 1的讨论

质点在( 1)式所示的有心力场中运动, n> 3或 n= 3时的圆形轨道都是不稳定的,但两者

有所不同。取 n= 4来代表 n> 3的情形。当 n= 4时,由力的表达式, 取无穷远处为零势点,可

得势能 U ( r ) = - c/ ( 3r
3
) ,代入( 3)式得

U eff( r ) = L
2

2mr
2 -

c
3r 3
。

　　图 1用 Visual BASIC 编程绘出了 n= 4时的有效势能曲线图,有效势能曲线确实有极大

值,所以圆轨道不稳定。

　　在 n= 3的情形, 同理可得势能 U ( r) = - c / ( 2r
2
) ,而有效势能

U eff( r ) = L
2

2mr
2 -

c
2r

2。 ( 7)

由( 7)式可见,只要角动量满足 L
2= mc,则U eff( r ) = 0为常数,质点可以以任意半径 r 作圆形轨

道运动,不论 r 为何, F= man总是成立。

所以, n= 3和n> 3的圆轨道,虽然都是不稳定圆轨道, 但还是有区别的。在 n> 3的情形,

U eff( r)有极大值, 与U eff ( r)极大值对应的 r o 是圆形轨道的半径。给定初始条件,或者说,给定角

动量的值L ,则 r o 是唯一的。当受一初始扰动后,运动质点就离开 r o。随着 r 的变化,有效势能

U eff ( r)变小, 径向动能 mr
a2 / 2就增加。如果用某种办法对质点施加一个作用, 消去径向动能,则

质点还是不能以变化后的 r 作圆形轨道运动, 而是继续偏离 ro。从图 1所示的 n= 4时的有效

势能曲线图, 不难理解上述说明。

在 n= 3的情形,有效势能曲线见图2, U eff( r )为常数,与 r 无关。则质点作圆形轨道运动的

图 1　n= 4 时有效势能 U ef f( r )曲线

F ig . 1　T he effect ive po tential ener g y

Ue ff ( r ) w hen n= 4

图 2　n= 3 时有效势能 Ue ff ( r ) = 0 曲线

Fig. 2　The effective potential ener gy

Ue ff ( r ) = 0 when n= 3

半径是任意的, 换言之, 质点以 ro 为半径作圆形轨道运动,则该质点也可以以任意半径 r 作圆

形轨道运动。当质点以 r o为半径作圆形轨道运动时,若受一初始扰动,运动质点离开 r o,因为
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U eff ( r)不变,由( 4)式知,质点在受到初始扰动时获得的径向动能 mr
a2 / 2也不变,因而质点作等

距螺旋线运动。若给一作用,消除径向动能,则质点就以变化后的确定半径继续作圆轨道运动。

只要满足条件 L
2= mc, 不管 r 是多少,质点都可以作圆形轨道运动,由于这个情况, 临界轨道

也可称之为随遇稳定轨道。n< 3对应于圆运动的稳定轨道, n> 3对应于圆运动的不稳定轨

道,而 n= 3是两者的临界值。

1. 3　对问题 2的讨论

根据势能和力的关系, 势能为

U ( r ) = - k
m
r
p。 ( 8)

对应的力是- kmp / r
p+ 1

,记 kmp = c, p + 1= n, 则

F = - c/ r
n
。 ( 9)

　　按文献[ 3] ,对稳定圆轨道, 0< p < 2 ,从( 9)式看, 即1< n< 3。这两个条件中的后一个,即

n< 3符合上面的计算。但上面的计算并没有要求 n> 1。其实, 从( 8)式考虑,确实要求 p > 0,但

从( 9)式考虑,只要 n< 3,包括 n= 1, F= - c/ r 情形, 都存在稳定的圆轨道。

问题 2的关键是, 对于( 9)式所表达的有心力,对不同的 n,势能的表达形式是不同的。若

1< n< 3(相应地, 0< p < 2) ,取 r→∞处为势能零点,可得势能

U ( r ) =∫
∞

r
-

c
r
n dr = -

c
( n - 1) rn- 1 = - k

m
r
p。 ( 10)

图 3　n= 1时有效势能 Uef f ( r )曲线

Fig. 3　The effective potential ener gy

U ef f( r ) when n= 1

若 n= 1(相应地, p = 0) , F( r )与 r 成反比, 不妨

取 r= 1处为势能零点,则势能

U ( r ) =∫
1

r
-

c
r
dr = clnr。 ( 11)

　　图 3给出了 n= 1时的有效势能曲线。确

实,有效势能曲线有极小值,故圆形轨稳定。所

以文献[ 3]与文献[ 1-2]给出的稳定性条件并不

矛盾。同理, 当 n< 0(相应地 p < 0)时, 圆形轨

道也是稳定的。例如 n= - 1(相应地 p = - 2) ,

则 f = - cr ,这是熟知的弹性力。取 r= 0处为零

势点, 其势能为 U ( r ) = cr
2
/ 2, 有效势能具有极

小值,圆形轨道稳定。

2　结　论

( 1)质点在( 1)式所示的有心力场中运动, n> 3和n= 3这两种情况, 圆轨道都是不稳定的。

但是这二者之间有区别:当 n> 3时, 圆轨道的半径是唯一的,记为 ro ,则 U eff ( ro )为有效势能的

极大值,质点受到任何扰动,使运动半径偏离了 r o,则会继续偏离;当 n= 3时, 圆轨道的半径是

任意的,有效势能 U eff ( r )为常量,质点受到扰动使运动半径发生了变化,有可能以变化后的半

径继续圆周运动。

( 2)由力场和势场给出的圆运动轨道稳定条件是不矛盾的。但由力场给出的稳定条件更普

遍。对( 1)式所表达的有心力取不同的n 值,势能函数的表达式可能不同。
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Two Problems about Stability of a Circular Track

WANG Jian-zhong
( Deptar tm ent of Bas ic Science, Zhej iang Un iversity of Scien ce and Technology, Hangzhou　310012, China)

Abstract: If a part icle moves along a cir cular t rack under the act ion o f cent ral force

F= - c / r
n , the t rack is stable w hen n< 3. If the potent ial energy of a part icle moving along a

circular t rack is U ( r ) = - km/ r p , the t rack is stable w hen 0< p < 2. T his paper points out the

dif ference in the instability of the t rack under the circumstances of n = 3 and n > 3, and

discusses the relationship betw een tw o condit ions of stabil ity respect iv ely g iv en by for ce and

po tent ial energy .

Key words: circular t rack; stable equilibrium; potent ial energ y curve; ef fect iv e potential

energy
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