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摘　要: 采用滞弹性近似下的二维流体动力学方程组,讨论了中尺度对称扰动的动力

稳定性, 得到其绝热情况下对称不稳定的判据条件。研究结果表明,相对于浅对流的

情况而言,深对流情况下对称不稳定的条件更为苛刻一些。在考虑非绝热加热时,扰

动增长率随其波长的变化会产生间断现象。中低层加热明显对中-B尺度扰动具有激
发增长的作用,并且促使扰动向暖区传播。而中高层加热则具有一定的差异性。
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最近几十年来, 作为中纬度温带气旋中带状降水结构以及锋面之前飑线形成的一种可能

机制,有关条件对称不稳定方面的研究已经取得了很大的进展 [ 1-3]。理论上的分析表明条件对

称不稳定纯粹是一种中尺度不稳定,并且其许多特征都与几种类型雨带的观测事实相互一

致[ 4-6]。Hoskins 和 Bennetts( 1979)首先得到了无限湿大气和有限湿大气中条件对称不稳定的

几种判据形式,并且提出了锋面雨带形成的三个阶段。Xu
[ 3]对此雨带形成的三个阶段做出了

修正。需要注意的是以往的研究大部分局限于使用 Boussinesq近似下动力方程组,因而只适

用于一些浅层的中尺度运动。Ogura 等
[ 7]曾经分析一次在 Oklahoma 西部和 T exas上发展起

来的强风暴的可能触发机制, 发现在中低层存在强的垂直风切变, Richardson 数在风暴前的

边界层中变得小于1。观测事实表明,量级为 O( 1)的 Ri 数通常也只在地面附近小范围区域或

急流附近才能观测到, 然而象飑线这样的中尺度环流却几乎贯穿整个对流层,它的垂直范围比

浅层对流大得多, 此时密度随高度分布对运动的影响是必须要考虑的。为此,本文采用滞弹性

近似下的二维流体动力学方程组,讨论中尺度扰动的对称稳定性, 得到了比较有意义的结果。

1　数学方程组及其简化

在考虑非绝热加热下的 f 平面上非静力平衡大气运动完全方程组为
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dt

= -
1
Q

5p
5x + f v , ( 1)
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= -
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s
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其中Q 为非绝热加热项, C s= ( VRT )
1/ 2
=

cp
c v

RT
1/ 2

表示了绝热情况下的声速。

假设 u= U+ u′, v = v′, w = w′, p = P+ p′,Q= Q+ Q′, H= H+ H′,定义大气基本静力稳定度

参数 N
2
=

g

H
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满足热成风平衡)。假定所有物理量关于纬向 x 轴具有对称性
5
5x = 0 ,同时注意到采用滞弹

性近似,即在连续方程中略去密度扰动 Q′的局地变化项, 而在与非绝热变化有关的热力学方

程中仍然保留
5Q′
5t项。此外,近似地取C

2
s 为常数,将方程组( 1)～( 5)进行线性化处理以后,可以

得到
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　　在此线性小扰动方程组中,已用扰动质量无辐散代替了原来 Boussinesq流体中的速度无

辐散,垂直运动方程中的密度扰动引起的浮力项是由位温扰动和气压扰动两项组成,即不仅要

考虑由热膨胀效应引起的密度扰动, 还要考虑由压缩性效应所产生的密度扰动。

下面对非绝热加热项 Q′进行对称Wave-CISK 参数化方案处理
[ 8]。假定Q′与边界层顶的

扰动垂直速度 w′ûz = z
0
成正比,即 Q′=

H
g
N

2
Q 0G( z ) w′ûz = z

0
, 其中 Q 0是一常数,它粗略地正比于

大范围积雨云不稳定层结的状况, G( z )是一给定的垂直加热分布函数。由( 9)式可见, 引进扰

动质量流函数 W, 使得(Qv′,Qw′) = - 5W
5z ,

5W
5y , 这样方程组( 6)～( 10)就简化成

5
5t ( f Qu′) = - F

2 5W
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2 5W
5y , ( 11)
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5
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5z - Q′g, ( 13)
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在方程组( 11)～( 14)中,消去变量 f Q-u′、p′和 Q′,就会得到关于流函数 W的唯一变量方程
52

5t2
52W
5y 2 +

52W
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g
C

2
s
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0
。 ( 15)

这个方程在以下两节中要用到。

2　绝热情况下的不稳定判据

在方程( 15)中,不考虑凝结潜热加热时,取 Q 0= 0,再令 W= W( z ) eimy+ Rt, 上式就变为关于W
( z )的常微分方程
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为了消去一阶微分项, 作变换 W= U( z ) eLz , 其中 L= - [ 2imS
2
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g
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s
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2
) ] / [ 2( R2 + F

2
) ] ,

( 16)式即化为

d2 U
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2) ,再令U= Esin
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z ,则会得到扰动频散关系
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其中 A= mH
nP

2

, 表示高、宽比参数。分析此式可以求出方程的根 R,要使得扰动增长率 R为正

实数( R≥0) , 就必须满足如下条件

A( N 2
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2
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4
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4m
2
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4
s

F
4
≤ 0。 ( 19)

此不稳定的判据还可以表示成另一种形式

Ri≤ ( Ri) c = f
G
- n

2 G
f

1 +
Ag2

4m2
C

4
s

L
L 0

2

。 ( 20)

这里 Ri= N
2 / ( U z ) 2为 Richardson 数, G= f - U y 为平均场绝对涡度, L 0= U zH / f 是热成风的

惯性圆半径, L 为扰动半波长。在( 19)～( 20)两式中可以看出,当绝热声速C s→∞时,就退化为

浅层对流下的不稳定条件, 亦即 Boussinesq近似下的不稳定情况是滞弹性近似下的特例。此

外,再通过分析可知,由于在深层对流中必须要考虑压缩性效应引起的密度扰动,采用滞弹性

近似动力学方程组, C s→/∞, 从而使得( 19)式更难于得到满足;并且由于 Cs→/∞, 在( 20)式中的

临界 Richardson数有所缩小, 亦即相对于浅对流的情况而言, 深对流情况下对称不稳定的条

件更为苛刻一些, 从而它发生的频率也应当小一些。

3　非绝热情况下扰动增长谱的间断

在考虑凝结潜热加热时, 扰动质量流函数方程即为( 15)式,此时令 W= W( z ) eimy+ Rt
, 得到关

474 南京气象学院学报 第 25卷　



于 W( z )的常微分方程
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4A 2。方程( 21)

对应的齐次方程解就为

W= ( E 1sin(Kz ) + E2cos(Kz ) ) e-
B
2A

z。 ( 22)

其中 E1和 E2为待定常数,由边界条件所决定。下面就垂直加热分布函数取为两种不同形式来

分别加以讨论。

( 1)将 G ( z )取为常数,即 G( z ) = G( z 0 ) = sin
P
H

z 0= 常数, 表示在整个对流层中各个高度

上的加热强度都相同。此时方程( 21)对应的非齐次特解就为

W= -
1
C
m

2
N

2
Q 0G( z 0)W( z 0 ) > aW( z 0 )。 ( 23)

所以方程( 21)的总体合成解就由( 22)～( 23)给出

W= ( E 1sin( Kz ) + E 2co s(Kz ) ) e-
B
2A z + aW( z 0 )。 ( 24)

将上式代入边界条件 Wûz = 0, H = 0, 再定出常数 E 1和 E2

E1 = ( actg (KH ) -
a

sin(KH )
e

B
2A

H )W( z 0 ) , ( 25)

E 2 = - aW( z 0)。 ( 26)

再把 E 1和 E 2的表达式( 25)～( 26)代入到( 24)式中, 并且在( 24)式两边同时取 z = z 0, 消去 W
( z 0 ) ,即得到扰动频散关系

1
a

- 1 sin( KH ) e
B
2Az 0 = cos(KH ) - e

-
B
2A

H sin(Kz 0) - sin(KH ) cos(Kz 0)。 ( 27)

分析此式可见,无法求解出扰动增长率 R的显示表达式。但是在绝热情况下, Q 0→0时, a→0,

从而 sin(KH )→0, KH→nP,此时就会退化为第 2节中的情况,这在前面已经有所讨论。

( 2)将垂直加热分布函数取为两个不同周期的正弦函数之迭加,即具有如下形式

G( z ) = G1sin
n1P
H

z + G2sin
n2P
H

z。 ( 28)

其中G1、G2为给定的常数, n1、n2 为正整数。可以通过调节这些参数值,使得对流凝结加热的峰

值高度有所不同。一般而言,分为高、中、低三个层次的加热强度达到最大。

此时,方程( 21)对应的非齐次特解

W= E3sin
n1P
H

z + E 4co s
n1P
H

z + E 5sin
n2P
H

z + E6cos
n2P
H

z。 ( 29)

其中E 3、E 4、E5、E6由以下方程组所决定

C - A
n1P
H

2

E 3 - B
n1P
H

E4 = - m
2
N

2
Q0G1W( z 0 ) , ( 30)

B
n1P
H

E3 + C - A
n1P
H

2

E4 = 0, ( 31)
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2
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B
n2P
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H

2

E6 = 0。 ( 33)

由( 30)～( 33)可解出

E3 = a1W( z 0 ) , ( 34)

E4 = a2W( z 0 ) , ( 35)

E5 = a3W( z 0 ) , ( 36)

E6 = a4W( z 0 )。 ( 37)

所以方程( 21)的总体解就由( 22)、( 29)得出

W= ( E 1sin(Kz ) + E2cos(Kz ) ) e-
B
2A

z + E3sin
n1P
H

z + E4cos
n1P
H

z +

E 5sin
n2P
H

z + E 6co s
n2P
H

z。 ( 38)

再将( 38)代入边界条件 Wûz = 0, H = 0,就有

E2 + E 4 + E6 = 0, ( 39)

( E1sin(KH ) + E 2co s( KH ) ) e
-

B
2A

H
+ E 4co s( n1P) + E 6cos( n2P) = 0。 ( 40)

将( 35)、( 37)代入( 39)、( 40)中, 从( 39)、( 40)解得

E1 = ( a2 + a4) ctg (KH ) - ( a2cos( n1P) + a4cos( n2P) ) 1
sin(KH )

e
B
2A

H W( z 0 ) , ( 41)

E2 = - ( a2 + a4) W( z 0)。 ( 42)

再把( 41)、( 42)、( 34)～( 37)代入到( 38)式,在( 38)两边同时取 z = z 0,消去 W( z 0 ) , 就会得到频

散关系

sin( KH ) = [ ( a2 + a4) cos(KH ) - ( a2co s( n1P) + a4cos( n2P) ) e
B
2A

H
] sin(Kz 0) -

( a2 + a4 ) sin(KH ) cos(Kz 0) e-
B
2A

z
0 + sin(KH ) ( a1sin

n1P
H

z 0 +

a2co s
n1P
H

z 0 + a3sin
n2P
H

z 0 + a4cos
n2P
H

z 0 )。 ( 43)

注意到上式中参数 K、a1、a2、a3、a4、A、B 均包含有 R,故( 43)式无法求出 R的显示表达式。不过
它在 Q 0= 0或者 z 0= 0的情况下, 由( 30)～( 37)可见, a1、a2、a3、a4→0, sin(KH )→0, KH →nP,
就退化为绝热的情况。

为了求出 R的显示表达式,更清楚地讨论凝结潜热加热下不稳定增长谱的特征,下面考虑

弱加热的情况,即假定 0< Q0n 1,取 E= ( Q0 ) 1/ 2, 此时再将( 21)式中的末知函数 W( z )以及 R均
按照 E进行级数展开

W= W0 ( z ) + EW1( z ) + E2W2( z ) + ⋯⋯, ( 44)

R = R0 + ER1 + E2R2 + ⋯⋯。 ( 45)

把( 44)、( 45)两式代入到( 21)中,则得到 O( E0)、O( E1)、⋯⋯各阶近似方程。
O( E0 )问题:
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L( W0 ) = A 0
d
2W0
dz 2 + B0

dW0

dz
+ C0W0 = 0。 ( 46)

这里L 定义为特殊算子。

O( E1 )问题:

L ( W1 ) = A 0
d2W1
dz

2 + B0
dW1

dz
+ C0W1 = 0。 ( 47)

　　O( E2 )问题:

L (W2) = A 0
d2W2
dz
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在( 46)～( 48)式中已经取R0= 0。各个参数A 0= F
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,
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g
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2R21。方程( 46)在边界条件 W0ûz = 0, H = 0下的解为

W0 = Esin( b1z ) eb2z。 ( 49)

其中, E 为一个给定的常数, b1=
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-

B
2
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4A 2
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=
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H

,表示在 R0= 0时的频散关系, 亦即从( 18)

式可以看出,各个基本场稳定度参数满足关系式 A( N 2
F
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Ag2

4m2
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2A 0
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2C2
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F
2。将( 49)代入到( 48)式的右端, 则( 48)式变为

L(W2) = A 0
d2W2

dz 2 + B0
dW2

dz
+ C0W2

= [ - A 2 ( b2
2 - b

2
1 ) - B2b2 - C2] E sin( b1z ) eb

2
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m
2
N

2W0( z 0) G1sin
n1P
H

z + G2sin
n2P
H

z 。 ( 50)

通过待定系数法, 方程( 50)的解为

W2 = E1sin( b1z ) eb
2
z + E 2co s( b1z ) eb2z + E3z sin( b1z ) eb

2
z + E 4z cos( b1z ) eb

2
z +

E5sin
n1P
H

z + E 6co s
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H

z + E 7sin
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H

+ E 8cos
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H

z。 ( 51)

其中E 1、E 2为待定常数。

E3 = d1R21E , ( 52)

d1 = -
b2

A 0
-

g
2A 0C

2
s
, ( 53)

E4 = d2R21E , ( 54)

d2 = -
b
2
1 - b

2
2 + m

2

2A 0b1
+

gb2

2A 0C
2
s b1
。 ( 55)

而常数 E5、E6、E7、E8 由以下方程组所决定

C0 - A 0
n1P
H

2

E 5 - B0
n1P
H

E6 = - m
2
N

2
EG1sin( b1z 0 ) eb2z 0, ( 56)
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B0
n1P
H

E 5 + C0 - A 0
n1P
H

2

E6 = 0, ( 57)

C0 - A 0
n2P
H

2

E 7 - B0
n2P
H

E8 = - m
2
N

2
EG2sin( b1z 0 ) eb2z 0, ( 58)

B0
n2P
H

E 7 + C0 - A 0
n2P
H

2

E8 = 0。 ( 59)

从( 56)～( 59)解得

E 5 = d3E , ( 60)

E 6 = d4E , ( 61)

E 7 = d5E , ( 62)

E 8 = d6E。 ( 63)

采用边界条件 W2ûz = 0, H = 0,由( 51)式得到

E 2 + E6 + E 8 = 0, ( 64)

E 2cos( nP) eb
2
H + E4H cos( nP) eb

2
H + E6cos( n1P) + E8cos( n2P) = 0。 ( 65)

再由( 64)、( 65)两式消去 E2 ,将( 54)、( 61)、( 63)代入其中,则得到 R1的频散关系

R21 = d4 + d 6

d2H
-

d 4co s( n1P) + d6co s( n2P)
d 2H cos( nP) e- b

2
H。 ( 66)

其中,

d4 =
m

2
N

2
G1sin( b1z 0 ) eb2z 0B0

n1P
H

C0 - A 0
n1P
H

2 2

+ B0
n1P
H

2 ,　d6 =
m

2
N

2
G2sin( b1z 0 ) eb

2
z
0B 0

n2P
H

C0 - A 0
n2P
H

2 2

+ B0
n2P
H

2。

　　取参数 N
2= 8. 0×10- 6 s- 2, f = 0. 9×10- 4 s- 1 , F2= f

2= 0. 81×10- 8 s- 2 , T = 273 K, V=
1. 4, R= 287 J·K

- 1
·kg

- 1
, n= 1, H = 10 km= 10

4
m, z 0= 1 500 m , n1= 1, n2= 2, G 1= 1. 0。按

照 G2的取值不同,分为三种情况进行讨论。G2分别取- 0. 5、0. 0、0. 5对应于高、中、低三个层

次的加热强度达到最大峰值。G2取- 0. 5时,中高层加热较大,加热廓线的极大值在中高层大

约 7 km 处; G2 取 0. 0时,表示中层 5 km 处加热最大; G2 取 0. 5时,中低层加热较大,加热廓

线的极大值在中低层大约 3 km 处。图 1和图 2分别表示了这三种情况下频率 R1的实部( R1) r、
虚部( R1 ) i 随扰动半波长的变化情况。

从图 1中可见,在考虑凝结潜热加热时,扰动增长率随其波长的变化会产生间断现象。在

充分缩小计算格距绘图时可以发现, 在图中曲线出现“尖点”的地方都会产生间断,但是间断的

激烈程度有所不同。中低层加热明显对中-B尺度扰动具有激发增长的作用,并且在某一个波

长处(此处称为“最优波长”。在本文所选的参数情况下,最优波长大约为 230 km) ,扰动能够最

优发展起来, 产生合适的中-B尺度扰动不稳定现象。而中高层加热则对中-B尺度扰动起到限
制和衰减的作用(由于 R1的实部在此种情形下, 大都为负值)。至于中层加热出现峰值时,则几

乎对中-B扰动的发展或衰减没有影响。而对于波长 L > 300 km 的扰动, 按照 T hunis 和

Bo rnstein( 1996)
[ 9]
的分类方法, 属于大-C以上尺度的范围, 各个层次的加热都基本上对扰动

起到较大的衰减作用。

另外由图 2见,无论是低层还是高层加热强度达到最大峰值的情况, 在中-B尺度范围内
都促使扰动向暖区传播( R1的虚部为正值)。而中层加热最大时,对扰动的传播没有多大影响。

对于波长L > 300 km 的大-C尺度扰动,各个层次的加热都驱使扰动向暖区传播,即向南传播。
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图 1　扰动增长率( R1) r 随半波长的变化(实线: G 2= 0. 5, 点线: G2= 0,虚线: G2= - 0. 5)

F ig . 1　Grow th ra te of disturbance var ying w ith semi-waveleng th

( T he solid cur ve means the change when G2= 0. 5,

t he dot ted curv e means that w hen G2= 0 and the dashed curv e means one w hen G2= - 0. 5)

图 2　R1虚部( R1) i随扰动半波长的变化(实线: G2= 0. 5,点线 : G2= 0, 虚线: G2= - 0. 5)

Fig. 2　Im ( sigma) v ary ing with semi-w avelengt h( The solid cur ve means the change w hen G2= 0. 5, the

dott ed curv e means t hat w hen G2= 0 and the dashed curve r epresents one w hen G2= - 0. 5)

4　结　语

本文使用滞弹性近似下的对称流体动力学方程组,分析了其中尺度扰动的动力稳定性。研

究结果表明, 相对于使用 Boussinesq 近似而言, 滞弹性近似下的对称不稳定条件更为严格一

些,亦即深对流发生的频率也应当小一些。在考虑非绝热加热时, 扰动增长率随其波长的变化

会产生间断现象。中低层加热明显对中-B尺度扰动具有激发增长的作用, 并且在某一个最优

波长处,扰动能够最先发展起来,产生合适的中-B尺度扰动不稳定现象。而中高层加热则对中
-B尺度扰动起到衰减的作用。此外, 无论是低层还是高层加热强度达到最大的情况,都会驱使

中-B尺度扰动向暖区传播。当中层加热出现峰值时,它对中-B尺度扰动的稳定性及传播特征
都没有太大的影响。
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The Dynamic Stability of a Two-Dimensional,

Non-Adiabatic, Anelastic Fluid
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Abstract: T he dynamic stability of meso-scale symmetric perturbat ion is discussed in terms o f

tw o-dimensional f luid-dynamics equat ions under anelastic approx imat ion, w hich obtains the

cr iterion of symmetric instability in an adiabat ic case. The study indicates that the condition

of symmestic perturbat ion is more rigo rous for deep convection than that for shallow one,

that the disturbance growth rates exper ience intermit tence in their w avelength-dependent

variat ion in the case of non-adiabat ic heat ing, and that unlike it at mid-upper lev els, the

heat ing at mid-lower levels ex erts a t rigg er act ion to the augment of meso-B perturbat ion,

and causes the perturbat ion to pr opagate into a w arm sector.

Key words : symmetric instabil ity ; non-adiabatic heat ing; anelast ic appr oximat ion
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