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摘　要　给出 HⅢ( 2n)中元素的一种标准化表示, HⅢ ( 2n) = {Z∈C
2n×2nû 1

2
( Z+ Z

-′)

> 0, ZJ= JZ′} , J=
0 I n

- In 0
,

1
2 ( Z+ Z

-) > 0表示矩阵
1
2 ( Z+ Z

-′)是正定的。
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寻求矩阵在各种意义下的标准化表示对与矩阵有关的数值计算与理论分析有着重要的意

义〔1〕。本文给出HⅢ( 2n)中元素的一种标准化表示,这里, HⅢ( 2n) = {Z∈C
2n×2nû 1

2
( Z+ Z

-′) > 0,

ZJ= JZ′} , J=
0 I n

- In 0
。这一工作对第三类典型域 RⅢ ( 2n)的几何和分析性质的研究有一定

的应用。

1　几个定理

设 J=
0 In

- I n 0
,则 J 为酉矩阵, J′= J

- 1= - J, 且 2n 阶矩阵 B满足 BJ = JB
- 的充要条

件是B=
B1 B2

- B
-

2 B
-

1
,其中 B1、B2 均为 n阶矩阵。

定理1　设 B为 2n阶非奇异矩阵,满足BJ= JB
-, 则存在2n阶酉矩阵U,满足 UJ= JU

- ,使

得 UB=
A1 A2

- A
-

2 A
-

1

,其中 A1、A2 均为上三角矩阵, A1 的对角元为正, A2 的对角元为 0。

证　用归纳法。

当 n= 1时,设 B=
a b

- b
-

a
- ,因B非奇异, a、b不全为 0。取U=

1

ûaû2
+ ûbû2

a
- - b

b
-

a
, U

为酉矩阵,且 UJ= JU
-

UB =
1

ûaû2 + ûbû2

a- - b

b
-

a

a b

- b
-

a
-

=
1

ûaû2
+ ûbû2

ûaû2 + ûbû2 0

0 ûaû2 + ûbû2



故当n= 1时结论成立。

设当B为 2( n- 1)阶非奇异矩阵时结论成立。

当 B为 2n阶矩阵时,设

B =
A1, A2 ,⋯, An B-1 , B-2 ,⋯, B-n

- B-1 , - B-2,⋯, - B-n A-1, A-2 ,⋯, A-n

= ( C1 ,⋯Cn, - JC-1 ,⋯ - JC-n)

其中 Aj、Bj 为 n维列向量; Cj 为 2n维列向量, j= 1, 2,⋯, n。

因 B非奇异,故 C1≠0,令 u1=
1

ûC1ûC
-

1 , u1 为单位向量, C1= ûC1ûu-1。Ju
-

1 也是单位向量, 且

Ju
-

1⊥u1 ,事实上, u-1′( Ju-1 ) = ( u-1′Ju-1)′= u
-

1′J′u-1= - u
-

1′Ju-1 ,故 u
-

1′( Ju-1 ) = 0。

取 u2 为垂直于 u1、Ju-1 的单位向量, 则 Ju
-

2 为垂直于 u2 的单位向量, Ju-2 也垂直于 u1、Ju-1。

事实上, J u
-

2′u1= u2′J′u1= - u
-

2′J u
-

1= 0, J u
-

2′Ju-1= u2′J′Ju-1= u′2u-1= 0,从而 u1、u2、Ju-1、Ju-2 为

标准正交组。再取 u3 为垂直于 u1、u2、Ju-1、Ju-2 的单位向量,如此下去, 可取到标准正交向量组

u1 , u2 ,⋯, un, Ju-1, Ju-2 ,⋯, Ju-n。

　　令 U1 = ( u1 , u2, ⋯, un, - Ju
-

1 , - Ju
-

2,⋯, - Ju
-
n)′

U1 为酉矩阵, U1J= JU
-

1 ,且

U1B =

u1′

u2′

�

un′

- ( Ju-1)′

- ( Ju-2)′

�

- ( Ju-n )′

( ûC1ûu-1, C2, ⋯, Cn, - ûC1ûJu1 , - JC-2 ,⋯, - JC-n)

=

ûC1û c 12 ⋯ c 1n 0 d12 ⋯ d1n

0 c 22 ⋯ c 2n 0 d22 ⋯ d2n

� ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ �

0 c n2 ⋯ cnn 0 dn2 ⋯ dnn

0 - d
-

12 ⋯ - d
-

1n ûC1û c
-

12 ⋯ c
-

1n

0 - d-22 ⋯ - d-2n 0 c-22 ⋯ c-2n

� ⋯ �

0 - d
-

n2 ⋯ - d
-

nn 0 c
-
n2 ⋯ c

-
nn

=

ûC1û C1 0 D1

0 C2 0 D2

0 - D
-

1 ûC1û C
-

1

0 - D- 2 0 C-2

其中 C1 = ( c 12,⋯, c1n) , D1 = ( d12 ,⋯, d1n)

C2 =

c22 ⋯ c2n

� ⋯ �

cn2 ⋯ cnn

, D2 =

d 22 ⋯ d 2n

� ⋯ �

d n2 ⋯ dnn

令 B1 =
C2 D2

- D
-

2 C
-

2

因ûBû≠0, 故ûU1Bû≠0,从而ûB1û≠0,即 B1 为 2( n- 1)阶非奇异矩阵, 满足 B1J2( n- 1) = J2( n- 1)

B- 1。由归纳假设,存在 2( n- 1)阶酉矩阵 V1, 满足 V1J2( n- 1) = J2( n- 1)V-1, 使得

488 南京气象学院学报 20卷



V1B1 =
B11 B12

- B
-

12 B
-

11

其中B11、B12为 n- 1阶上三角矩阵, B11的对角元为正, B12的对角元为 0。

　　设

V1 =
V11 V12

- V
-

12 V
-

11

　　则

V1B1 =
V11 V12

- V
-

12 V
-

11

C2 D2

- D
-

2 C
-

2

=
V11C2 - V12D

-
2 V11D2 + V12C

-
2

- V-12C2 - V-11D- 2 - V-12D2 + V-11C-2
=

B11 B12

- B- 12 B-11

　　令

V =

1 0 0 0

0 V11 0 V12

0 0 1 0

0 - V
-

12 0 V
-

11

则 V为 2n阶酉矩阵,且 VJ= JV
-。

VU1B =

1 0 0 0

0 V11 0 V12

0 0 1 0

0 - V
-

12 0 V
-

11

ûC1û C1 0 D1

0 C2 0 D2

0 - D
-

1 ûC1û C
-

1

0 - D
-

2 0 C
-

2

=

ûC1û C1 0 D1

0 B11 0 B12

0 - D
-

1 ûC1û C
-

1

0 - B
-

12 0 B
-

11

=
A1 A2

- A
-

2 A
-

1

其中, A1=
ûC1û C1

0 B11

为n 阶正线上三角矩阵; A2=
0 D1

0 B12

为上三角矩阵,其对角线元素为

0。

令 U= VU1 即可。

定理 2　设 Z 是正定的 2n 阶 Hermite 矩阵, 满足 ZJ = JZ
- , 则存在 2n 阶矩阵 A =

A1 A2

- A
-

2 A
-

1

,其中, A1、A2 为上三角矩阵, A1 的对角元为正, A2 的对角元为 0,便得 Z= A
-′A。

证　由文献〔2〕定理 1,存在酉矩阵 U, 满足 UJ= JU
- ,使得

UZU
-′=

K1

Ë 0

Kn
K1

0 Ë
Kn
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由 Z正定, K1, K2, ⋯, Kn均为正数,令

+ =

K1

Ë 0

Kn

K1

0 Ë

Kn

则 UZU
-′= ++ ,即 Z= U

-′++ U= ( + U)′( +U)。令 B= +U,则Z= B
-′B, 且BJ= + UJ= + JU- = J+U-

= JB
-。由定理 1,存在 2n阶酉矩阵V, 满足 VJ= JV

-,使得

VB =
A1 A2

- A
-

2 A
-

1
= A

其中A1、A2 均为上三角矩阵, A1 的对角元为正, A2 的对角元为 0。

Z = B
-′B = B

-′V-′VB = ( VB)′( VB) = A
-′A

定理得证。

2　HⅢ ( 2n)中元素的标准化表示

令 HⅢ ( 2n) = {Z∈C
2n×2nû 1

2 ( Z+ Z
-′) > 0, ZJ= JZ′}其中

1
2 ( Z+ Z

-′) > 0表示
1
2 ( Z+ Z

-′)为

正定矩阵。

定理　对任意 S∈HⅢ ( 2n) ,存在唯一的 H、A,使得 I= A( iH+ S) A-′,其中 H为满足 HJ=

JH
- 的 Hermite 矩阵, A=

A1 A2

- A
-

2 A
-

1

, A1、A2 为 n 阶上三角矩阵, A1 的对角元为正, A2 的对角

元为 0。

证　令 H=
i
2

( S- S
-′) , H为满足 HJ= JH

- 的 Hermite矩阵, 事实上

H
- ′= -

i
2

( S - S
-

′)′= -
i
2

( S-′- S)

=
i
2 ( S - S

-′) = H

即 H为 Hermite矩阵。

由 S∈HⅢ( 2n) , SJ= JS′, 从而 JSJ= - S′,故 JS= S′J, JS-= S
-′J。

HJ =
i
2

( S - S
-′) J =

i
2

( SJ - S
-′J)

= i
2

( JS′- JS-) = J
i
2

( S′- S-) = JH-

其次,由
1
2

( S+ S
-′)是正定的 Hermite 矩阵知[

1
2

( S+ S
-′) ] - 1也是正定的 Her mite矩阵。

1
2

( S + S
-′) J =

1
2

( SJ + S
-′J) =

1
2

( JS′+ JS
-)

= J
1
2

( S′+ S
-) = J

1
2

( S + S
-′)
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从而有

[
1
2

( S + S
-′) ] - 1

J = J [
1
2

( S + S
-′) ] - 1

由定理 2, 存在 2n阶矩阵 A=
A1 A2

- A
-

2 A
-

1

,其中 A1、A2 为上三角矩阵, A1 的对角元为正, A2 的

对角元为 0,使得 [
1
2 ( S+ S

-′) ]
- 1

= A
-′A, 即

1
2 ( S+ S

-′) = A
- 1
A
-′

- 1
, 又S + iH = S + i

i
2 ( S -

S
-′) = S -

1
2

( S - S
-′) =

1
2

( S + S
-′) , 从而 S + iH = A

- 1
A
-′- 1即 A( S + iH) A-′= I。A、H的

存在性得证。

以下证唯一性。

首先, 若矩阵 A具有形式 A=
A1 A2

- A
-

2 A
-

1

, 其中 A1、A2 均为上三角矩阵, A1 的对角元为

正, A2 的对角元为 0,则 A
- 1也具有同样形式。事实上,因 AJ= JA-,故 A

- 1
J= JA-- 1 ,从而可设

A
- 1 =

C1 C2

- C
-

2 C
-

1

AA
- 1 =

A1 A2

- A
-

2 A
-

1

C1 C2

- C
-

2 C
-

1

=
A1C1 - A2C-2 A1C2 + A2C-1

- A
-

2C1 - A
-

1C
-

2 - A
-

2C2 + A
-

1C
-

1

A1C1 - A2C
-

2 = I

A1C2 + A2C
-

1 = 0
　^ 　

A1C1 + A2 A- 1
1 A2C1 = I

C2 = - A- 1
1 A2C

-
1

从而( A1+ A2A-- 1
1 A-2 ) C1= I , C1= ( A1+ A2A- - 1

1 A-2) - 1 , C2= - A
- 1
1 A2( A-1+ A-2A

- 1
1 A2) - 1

由于正线上三角矩阵的逆仍为正线上三角矩阵,两个上三角矩阵的乘积仍是上三角矩阵,

故 C1 为正线上三角矩阵, C2 为对角线为 0的上三角矩阵。故 A
- 1与A具有同样的形式。

其次,若 A、B均具上述形式,则乘积 AB也具有上述形式。

对 S∈HⅢ( 2n) ,设存在 Herm ite 矩阵 H , H1 分别满足 HJ= JH
- , H1J= JH

-
1,以及具有上述

形式的矩阵 A=
A1 A2

- A
-

2 A
-

1

和 B=
B1 B2

- B
-

2 B
-

1

,使得

I = A( iH + S) A-′,　I = B( iH1 + S) B-′

　　由 I= A( iH+ S) A-′= iAHA-′+ ASA
-′,得 I= I

-′= iAH A
-

′+ ASA
-′= - iAHA-′+ AS

-′A-′, 从而 2I

= ASA-′+ AS-′A-′= A( S + S-′) A-′, 即 A
S + S

-′
2

A-′= I , S + S
-′

2
= A

- 1
A-′- 1 = ( A-′A) - 1。同理,

S + S
-′

2
= ( B-′B) - 1。从而有( A-′A) - 1 = ( B-′B) - 1 即 A

-′A = B
-′B。由此 BA

- 1 = B
-′- 1

A
-′= AB

- 1′

设

BA
- 1

=
C1 C2

- C-2 C-1
,　AB

- 1
=

D1 D2

- D- 2 D- 1

其中, C1、D1 为正线上三角矩阵, C2、D2 为对角线元素为 0的上三角矩阵。由 BA
- 1

= AB
- 1
′,得

C1 C2

- C
-

2 C
-

1
=

D
-′1 - D′2

D
-′2 D′1

从而
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C1 = D
-′1 , C2 = - D′2

即得 C2 = 0, C1 =

K1

K2 0

0 Ë
Kn

故

BA
- 1 =

K1

Ë 0

Kn
K1

0 Ë
Kn

= + 1

即 B= + 1A,其中 K1 , K2,⋯, Kn为正数。

又由A-′A= B-′B= + 1A′+ 1A= A-′+ 1+ 1A,得 + 2
1= I , 即 K2

j = 1, j = 1, 2, ⋯, n,再由 Kj > 0, 得 Kj
= 1, j = 1, 2,⋯, n。从而 + 1= I, B= A。

将 B= A代入 I= A ( iH+ S) A-′= B( iH1+ S) B-′, 得 iH+ S= iH1+ S, 所以 H= H1。

唯一性得证。
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A STANDARDIZED REPRESENTATION OF

ELEMENTS OF HⅢ( 2n)

Shen Yan
( Departmen t of Basic Cours es , NIM , Nanjing　210044)

Abstract　Presented in this paper is a standardized representat ion of the elements in HⅢ( 2n)

= {Z∈C
2n×2nû 1

2
( Z+ Z

-′) > 0, ZJ = JZ′} , w here J=
0 In

- In 0
, A> 0 for a Herm itian matr ix

A m eans that A is posit ive definite.

Keywords　unitary matrix , upper t riangular m atrix , Her mitian m atrix
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