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一类奇异二阶三点方程组正解的存在性

刘亚亚,夏大峰,赵慧芳
(南京信息工程大学 数理学院,江苏 南京  210044)

摘要:应用不动点理论,研究了下列奇异非线性二阶三点方程组边值问题

u d( t ) + a ( t ) f ( t, u, v ) = 0,  0 < t < 1,

vd( t ) + b ( t )g ( t, u, v ) = 0,  0 < t < 1,

u c( 0) = vc( 0) = 0,

u ( 1) + Au c( G) = v ( 1) + Avc( G) = 0

正解的存在性,其中 0< G< 1, 并且允许 a ( t )、b ( t )在 t= 0和 t = 1处奇异。
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Existence of Positive Solution for a Singular

Second-Order Three-Point System

L IU Ya-ya, X IA D a-feng, ZHAO Hu-i fang

( School ofMathem atics and Phys ics, NU IST, Nan jing 210044, C h ina)

Abstract: By using the f ixed po in t theorem, w e show the ex istence o f positive so lut ions of a singular sec-

ond-order three-po int system, where 0< G< 1, and a ( t ) , b ( t ) are singu lar at t= 0, 1.
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0 引言

众所周知,微分方程在物理学、生物学、大气科学等研究领域内有着广泛的应用, 可以根据实际问题建立

微分方程模型,而微分方程解的存在性问题一直是研究的热点问题。关于二阶非线性常微分方程和二阶非

线性常微分方程组边值问题正解存在性的研究已经有了丰富的结果
[ 1-4]

,目前对非线性二阶三点方程组边值

问题的研究也有许多结果。在 f、g是超线性或次线性条件下,利用 K rasno se lcsk ii不动点定理,得到非线性二

阶三点方程组
[ 5]

u d( t ) + a ( t ) f (u, v ) = 0,  0 < t < 1,

vd( t ) + b ( t )g (u, v ) = 0,  0 < t < 1,

u c( 0) = v c( 0) = 0,

u ( 1) + Au c( G) = v ( 1) + Avc( G) = 0

正解的存在性结论。本文研究了如下的奇异非线性二阶三点方程组

u d( t ) + a ( t ) f ( t, u, v ) = 0,  0 < t < 1,

vd( t ) + b ( t )g ( t, u, v ) = 0,  0 < t < 1,

u c( 0) = vc( 0) = 0,

u ( 1) + Au c( G) = v ( 1) + Avc( G) = 0

( 1)



正解的存在性。这里 GI ( 0, 1)为一常数, f、g在 [ 0, 1] @ [ 0, + ] ) @ [ 0, + ] )上连续,并且允许 a、b在 t= 0

与 t= 1处具有奇性。

1 准备工作

记

f0 = lim
x+ yy 0+

inf
tI [ 0, 1]

f ( t, x, y )

x + y
,  f

0
= lim

x+y y 0+
sup

tI [ 0, 1]

f ( t, x, y )

x + y
,  f] = lim

x+yy + ]
in f

tI [ 0, 1]

f ( t, x, y )

x + y
,

f
]

= lim
x+yy + ]

sup
tI [ 0, 1]

f ( t, x, y )
x + y

,  g 0 = lim
x+yy 0+

inf
tI [ 0, 1 ]

g ( t, x, y )
x + y

,  g
0
= lim

x+y y 0+
sup

tI [ 0, 1]

g ( t, x, y )
x + y

,

g ] = lim
x+yy + ]

inf
tI [ 0, 1]

g ( t, x, y )

x + y
,  g

]
= lim

x+yy + ]
sup

tI [ 0, 1]

g ( t, x, y )

x + y
。

为了方便,先列出本文要使用的假设:

(H1 )  0 < G < 1, A> 0。

(H2 )  a ( t ) , b ( t )在 t = 0, t = 1奇异, a, b: ( 0, 1) y [ 0, ] )连续,

   令 c ( t ) = m ax
0 < t< 1

{ a ( t ) , b ( t ) }, 有 Q
1

0
c ( t ) dt收敛。

(H3 )  f, g: [ 0, 1] @ [ 0, ] ) @ [ 0, ] ) y [ 0, ] )连续。

令 X =C [ 0, 1] @C [ 0, 1] , + (u, v ) + 1 = m ax{ +u+, + v+ }, 那么 X为一 Banach空间。定义

K = { (u, v ) I X: u, v \ 0}。

显然, K是 X中的锥。由 (H2 )可定义算子 A, B: I @X yC [ 0, 1]如下:

A (u, v ) ( t ) = Q
1

0
( 1 - s)a ( s) f ( s, u ( s ), v ( s) ) ds -

  Q
t

0
( t - s )a ( s) f ( s, u ( s ), v ( s) ) ds + AQ

G

0
a ( s) f ( s, u ( s) , v ( s ) ) ds,

B (u, v ) ( t ) = Q
1

0
( 1 - s)b ( s) g ( s, u ( s) , v ( s ) ) ds -

  Q
t

0
( t - s )b ( s) g ( s, u ( s) , v ( s ) ) ds + AQ

G

0
b ( s )g ( s, u ( s ), v ( s) ) ds。

由 ( H2 )可知, a ( s )在 [ 0, 1 ]可积, 又 f 为 [ 0, 1 ] 上的连续函数, 故 f 在 [ 0, 1 ]上也可积, 从而

a ( s ) f ( t, u ( s) , v ( s) )在 [ 0, 1]及其子区间上可积,算子 A有意义。同理可证明算子 B有意义。

记 T (u, v ) ( t ) = (A (u, v ) ( t ) , B (u, v ) ( t ) )。下面给出定理证明所要用到的几个引理。

引理 1 设 (H1 )、(H2 )、( H3 )成立,那么 T: K yK全连续。

证明  要证 T 全连续,只需证 A、B均为全连续即可。

首先A的连续性是显然的。

其次,对任意有界集G < K,证 A (G ) < K是一致有界的。
由 G 的有界知,存在常数m > 0,使得对P (u, v ) I G ,有 + (u, v ) + [ m。

令

c = m ax { f ( t, u, v ) : ( t, u, v ) I [ 0, 1] @ [ 0,m ] @ [ 0,m ] },

N = Q
1

0
( 1 - s) a ( s) ds + AQ

G

0
a ( s) ds + Q

1

0
( 1 - s )a ( s ) ds,

则有+A (u, v ) + [ cN, (u, v ) I G,即 A (G )是一致有界的。

最后证明A (G )是等度连续的。当 t I ( 0, 1)时,有

d

dt
A (u, v ) ( t ) = -

d

dt Q
t

0
( t - s )a (s ) f ( s, u ( s ), v ( s) ) ds =

Q
t

0
a (s ) f ( s, u ( s ), v ( s) ) ds [ c Q

t

0
a ( s ) ds: = x ( t )。
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  下证 x ( t ) I L ( 0, 1)。由 ( H2 ) ,并对 x ( t )从 0到 1积分且交换积分顺序有

Q
1

0
x ( t ) dt = Q

1

0
c Q

t

0
a ( s ) dsdt = c Q

1

0 Q
1

s
a ( s ) dtds =

c Q
1

0
( 1 - s) a ( s) ds [ 2c Q

1

0
c ( s) ds < + ] 。

从而 x ( t ) I L ( 0, 1) ,由积分绝对连续性知: P E> 0, v D> 0,当 t1, t2 I [ 0, 1], |t1 - t2 | < D时,对 P (u, v ) I G

有 | A (u, v ) ( t1 ) - A (u, v ) ( t 2 ) | [ Q
t2

t1

d
dt
A (u, v ) ( t ) [ Q

t2

t
1

x ( t ) dt < E。

故 A (G )是等度连续的。因此 A:K yK全连续。同理可证 B: K yK 也是全连续的。故 T: K yK 全连续。

显然 (u, v ) I X是方程组 ( 1)的正解当且仅当 (u, v ) I X是 T 的不动点。

设 K是实 Banach空间 E中的锥,令

K r = { (u, v ) I K: + (u, v ) + [ r }; 5K r = { (u, v ) I K: + (u, v ) + = r };

K r,R = { (u, v ) I K: r [ + (u, v ) + [ R }。这里 0 < r < R < ] 。

  引理 2
[ 6]  设K是 Banach空间 E中的锥, T:KR yK是全连续算子。如果以下两条件成立:

( � )  +Tu+ [ +u+, Pu I 5K r ,

( � )  存在 e I 5K 1,使得 x X Tx + Ke, x I 5KR, K> 0,

那么 T在 �K r, R中存在不动点。如果 ( � )在5KR上成立,且 ( � )在 5K r上成立, 则结论仍然成立。

2 主要结果

定理 1 假设条件 (H 1 )、( H2 )、(H3 )成立,并且 f, g满足下列条件之一:

( 1) 0 [ f
0
< M 1, 0 [ g

0
< M 2且m 1 < f] < ]  o r m 2 < g] < ] ,

( 2) 0 [ f
]

< M 1, 0 [ g
]

< M 2且m 1 < f0 < ]  o r m 2 < g0 < ] ,

则奇异二阶三点方程组 ( 1)至少有一正解,其中:

M 1 = 1
2 Q

1

0
( 1 - s)a ( s) ds + AQ

G

0
a ( s ) ds

- 1

,

M 2 =
1

2 Q
1

0
( 1 - s)b ( s) ds + AQ

G

0
b ( s ) ds

- 1

;

m 1 =  Q
1

0
( 1 - s)a ( s) ds - Q

G

0
( G- s) a ( s) ds + AQ

G

0
a ( s) ds

- 1

,

m 2 = Q
1

0
( 1- s )b ( s ) ds - Q

G

0
( G- s)b ( s) ds + AQ

G

0
b ( s ) ds

- 1

。

  证明  显然方程组 ( 1)有正解的充要条件是全连续算子 T: K yK有不动点。

( a)假设 ( 1)成立,由 0[ f
0
<M 1, 0[ g

0
<M 2知,存在 r > 0,使得当 u + v I [ 0, r ]时有

f ( t, u, v ) [ M 1 (u + v ) , g ( t, u, v ) [ M 2 (u + v ),

于是当 (u, v ) I 5K r ,即 + (u, v ) + = max {+u+ , +v+ } = r时,有

A (u, v ) ( t ) = Q
1

0
( 1 - s)a ( s) f ( s, u ( s ), v ( s) ) ds -

  Q
t

0
( t - s)a ( s) f ( s, u ( s ), v ( s) ) ds + AQ

G

0
a ( s) f ( s, u ( s) , v ( s ) ) ds [

M 1 Q
1

0
( 1 - s) a ( s) (u ( s ) + v ( s) ) ds + AQ

G

0
a ( s) (u ( s) + v ( s ) ) ds [

M 1 Q
1

0
( 1 - s) a ( s) ds + AQ

G

0
a ( s) ds ( +u + + +v+ ) [

2M 1 Q
1

0
( 1 - s) a ( s) ds + AQ

G

0
a ( s) ds m ax {+u+ , +v+ } [ + (u, v ) +。

同理可得: B (u, v ) [ + (u, v ) +。故可得 +T (u, v ) + [ + (u, v ) +, P (u, v ) I 5K r。
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另一方面,由m 1 < f] < ] 知,存在 �R > r,使得 0[ t [ 1, u + v I [�R, + ] )时, 有 f ( t, u, v ) \m 1 (u + v )。令

R = C
- 1
�R,这里 C= m in

1- G
1+ A- G

, 1- G , < ( t, u, v ) = U( t, u, v ) S 1, t I [ 0, 1] ,即 ( <, U) I 5K 1。

下面证明

(u, v ) X T (u, v ) + K( <, U), (u, v ) I 5KR, K> 0。

假设上式不成立,则存在 (u0, v0 ) I 5KR , K0 > 0,使得

(u 0, v 0 ) = T (u0, v0 ) + K0 ( < ( t, u 0, v 0 ) , U( t, u 0, v 0 ) ) ,

即 u 0 = A (u 0, v 0 ) + K0< ( t, u0, v0 ), v 0 = B (u 0, v 0 ) + K0U( t, u 0, v 0 )。

令 D= m in{u 0 ( t ) + v 0 ( t ) : 0< t< G},则对 P tI ( 0, G) ,有

u 0 ( t ) + v0 ( t ) \ A (u 0, v 0 ) + K0 (< ( t, u0, v0 ) + U( t, u0, v0 ) ) \

m 1 Q
1

0
( 1 - s) a ( s) (u 0 + v 0 ) ds - Q

t

0
( t - s )a ( s ) (u0 + v0 ) ds + AQ

G

0
a ( s) (u 0 + v 0 ) ds + 2K0 \

m 1D Q
1

0
( 1 - s )a ( s ) ds - Q

t

0
( t - s) a ( s) ds + AQ

G

0
a ( s) ds + 2K0 \ D+ 2K0。

矛盾。所以由引理 2知 T在K r, R中存在不动点 (u, v )。

类似m 1 < f] < ] 的情形,对于m 2 < g ] < ] 同样可以证得结论。

( b)设 ( 2)成立,由于 0< f
]
<M 1,故可选择 SI ( f] ,M 1 ) ,使得 vR 1 > 0, 有 f ( t, u, v ) [ S(u + v )对任意

u + v I [R 1, + ] )关于 t一致成立。又 f连续,知有

N 1 = m ax{ f ( t, u, v ): t I [ 0, 1], u, v \ 0且 u + v [ R 1 } < ] 。
故有 0[ f ( t, u, v ) [ N 1 + S(u + v )。

令 R =
N 1

2(M 1 - S)

则对P t I [ 0, 1], (u, v ) I 5KR 有

A (u, v ) ( t ) = Q
1

0
( 1 - s) a ( s) f ( s, u ( s) , v ( s ) ) ds -

  Q
t

0
( t - s) a ( s) f ( s, u ( s) , v ( s ) ) ds + AQ

G

0
a ( s ) f ( s, u ( s) , v ( s) ) ds [

Q
1

0
( 1 - s )a ( s ) ds + AQ

G

0
a ( s) ds +N 1 + S(u + v ) + [

(N 1 + 2S+ (u, v ) + )

2M 1

=
N 1

2(M 1 - S)
= + (u, v ) +。

同理有 B (u, v ) [ + (u, v ) +。故可得 +T (u, v ) + [ + (u, v ) + 对 P tI [ 0, 1] , (u, v ) I 5KR成立。

另一方面由m 1 < f0 < ] 知 v r I ( 0, R )使得当 0< u + v < r时 f ( t, u, v ) \m 1 (u + v )关于 t I [ 0, 1]一致成

立。

类似于 ( a)的证明, 可知对 (u, v ) I 5K r,存在 ( <, U) I 5K 1, K> 0有 (u, v ) X T (u, v ) + K( <, U)。故由引

理 2知 T 在K r, R中存在不动点 (u, v )。

类似于m 1 < f0 < ] 的情形可知,对于m 2 < g 0 < ] 同样可以证得结论。

参考文献:
[ 1]  杨志林,孙经先.非线性二阶常微分方程组边值问题的正解 [ J] .数学学报, 2004, 47( 1 ) : 111-118.

[ 2]  李仁贵,刘立山.二阶奇异非线性微分方程边值问题的正解 [ J] .应用数学与力学, 2001, 22( 4 ): 435-439.

[ 3]  M a R uyun. Positive solut ions o f a non linear three-point boundary value prob lem [ J] . E lectron ic J D ifferent ial Equation s, 1999( 34 ): 1-8.

[ 4]  G upta C P. So lvabi lity of a th ree-po in t nonl inear boundary value p rob lem fo r a second order ord inary d iff erent ial equat ion [ J] . M ath An alApp,l

1992, 168 ( 2) : 540-551.

[ 5]  李淑红,孙永平,方雅敏.一类二阶三点方程组正解的存在性 [ J] .浙江师范大学学报:自然科学版, 2005, 28 ( 4) : 372-378.

[ 6]  Am ann H. F ixed po int equation s and non linear eigenvalue prob lem s in o rdered B anach spaces[ J] . SLAM R ev, 1976, 18( 4) : 620-709.

602 南京气象学院学报 第 31卷  


