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一类奇异半线性椭圆型方程 Dirichlet问题

霍晓音,李刚
(南京信息工程大学 数理学院,江苏 南京  210044)

摘要:应用奇异非线性 D irichlet问题的上下解方法以及极大值原理, 得到了一类奇异半线性

D irichlet问题正古典解的存在性,最后进一步给出解的正则性。
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On a Singular Sem ilinear E lliptic D irichlet Problem

HUO X iao-y in, LI G ang

( School ofMathem atics and Phys ics, NU IST, Nan jing 210044, C h ina)

Abstract: Using the super-sub-solution m ethod and them ax im um pr incip le, the ex istence result of positive

classical so lutions fo r a singu lar sem ilinear e lliptic D irich let problem is obta ined. W e also establish the

regu larity o f classical so lution to the prob lem ( 1) .
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0 问题背景

本文考虑一类奇异半线性 D irichlet问题

- $u + k (x )u
-A

= Ku
p

+ R, x I 8,

u > 0, x I 8,

u = 0, x I 58

( 1)

古典解 (在C
2, C

( 8 ) H C (�8 )中 )的存在性。其中, 8是R
N

(N \ 2)中的有界域,并且 58 I C
2, C

, CI ( 0, 1),

A I ( 0, 1) , K\ 0, R > 0, p > 0, k (x ) I C
1
( 8 ), k (x ) > 0(x I 8 )。

问题 ( 1)出现在广义渗流问题、反应扩散问题中的催化问题、以及非牛顿流体问题中。已有很多学者讨

论过该类型方程古典解的存在性。Zhang
[ 1]
讨论了当 R= 0, KX 0, k ( x ) S 1时, 如果 0< A< 1, 0< p < 1,则存

在 �KI ( 0, ] ),使得当 K> �K时, ( 1)中至少存在一个解 uKI C
2, C

( 8 ) HC (�8 ),而当 K< �K时, ( 1)不存在古典

解。周韶林
[ 2]
讨论了当 R > 0, p > 0, K\ 0, 0< A< 1, k ( x ) S 1时古典解的存在性, 并得到: 若 AI ( 0, 1) , p I

( 0, 1),则存在正常数 �R,使得当 R\�R时,对任意的 K\ 0, 问题 ( 1)存在古典解; 若 AI ( 0, 1) , p \ 1,则存在

正常数 �R和 �K,使得当 R> �R, K< �K时,问题 ( 1)存在古典解。 Shi等
[ 3]
讨论了当存在 K

* I ( 0, ] ) ,使得当 K

> K
*

, 问题 ( 1)存在古典解; K< K
*
时,问题 ( 1)无解。

本文主要考虑下面的两种情形:

C1, lim
d (x ) y 0

k (x ) = 0,其中 d (x ) = d ( x, 58 ) ;

C2, lim
d ( x) y 0

k (x ) = + ] ,且存在 1 > B> A,以及正常数m 0,使得对于任意 x I �8有

k ( x ) X
B- A
B ( x ) [ m 0。

其中, XB (x ) I C
2, C

( 8 ) H C (�8 )是下述问题中当 A = B时的解
[ 4]

:



- $u =
1

u
A, x I 8;

u > 0, x I 8;

u = 0, x I 58 .

( 2)

1 预备知识和主要结果

在证明主要结果之前,先给出相关的定义和引理。

定义 1 函数 u称为问题 (1)的下解,如果 uI C
2
( 8 ) HC (�8 )并且满足

- $u + k (x )u
-A [ Ku

p
+ R, x I 8;

u > 0, x I 8;

u = 0, x I 58 .

( 3)

  定义 2 函数 �u称为问题 ( 1)的上解,如果 �u I C
2
( 8 ) HC ( 8 )并且满足

$u + k ( x )u
- A \ Ku

p
+ R, x I 8;

u > 0, x I 8;

u = 0, x I 58 .

( 4)

  引理 1
[ 5]  对于下述问题

- $u = f (x, u ), x I 8;

u > 0, x I 8;

u = 0, x I 58 .

( 5)

f I C
1
( 8 @ ( 0, ] ) ,R ) , f在 58处没有定义 (特别具有奇性 )。

若问题 ( 5)存在上解 �u和下解 u, �u、u I C
2, C

(�8 )并且 u [ �u (x I �8 ), 则问题 ( 5)在序区间 [u, �u ]中至少

存在一个解 u I C
2, C

( 8 ) H C (�8 ) 。

引理 2
[ 6]  若 p ( 0, 1),则对任意的 R > 0, K\0, 问题

- $u = Ku
p

+ R, x I 8,

u > 0, x I 8,

u = 0, x I 58

( 6)

都存在唯一解 XKR I C
2, C

(�8 )。

引理 3
[ 2]  若 p \ 1,则对任意的 R > 0,存在 �KI ( 0, + ] ),使得当 K< �K时,问题

- $u = Ku
p

+ R, x I 8,

u > 0, x I 8,

u = 0, x I 58

( 7)

存在解 XKR I C
2, C

(�8 ); 而当 K> �K时,问题 ( 7)无解。

记 U1为特征值问题
[ 7]

- $u = Ku, x I 8,

u > 0, x I 8,

u = 0, x I 58

( 8)

相应于第 1特征值为 K1的特征函数,则 K1 > 0, U1 I C
2, C

(�8 ) ,并 HÊ pf引理可知, P x I 58, ¨U1 (x ) X 0。

引理 4 若 AI ( 0, 1), k I C
1
( 8 ) ,

( 1)当 k( x ) 满足条件 C1时, 则存在正常数m 1和 �R1, 使得当 R \ �R1时, u = m 1U
2

1+A
1 满足

- $u + k (x )u
- A [ R, x I 8。 ( 9)

( 2)当 k( x ) 满足条件 C2时, 则存在正常数m 0和 �R2, 使得当 R \ �R2时, u = m
1

1+A
0 XB满足式 ( 9)。

( 1)k ( x )满足条件 C1的情况

令 k
58

= 0, 则 k I C (�8 ),故可定义 S = | k (x ) | ] = m ax
xI 8

| k ( x ) |。因为
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- $u + k (x )u
- A

=
2m 1K1

1 + A
U

2
1+A
1 + k (x )m

- A
1 -

2m 1 ( 1 - A) | ¨U1 |
2

( 1 + A)
2 U

-
2A

1+A
1 。 ( 10)

由 U1的性质可得,存在 E < 8和正常数 D0、C 0 , 使得

| ¨U1 | \ C 0, x I E ; U1 \ D0, x I 8 \E 。 ( 11)

因此, 在 E 上可选取正常数 m 1满足

S# m
- A
1 -

2m 1 ( 1 - A)C
2
0

( 1 + A)
2 [ 0;

在 8 \E 上,可选取m 1满足

S# m
- A
1 # U

-
2A

1+A
1 [

K1m 1

1 + A
D

2
0。

令 m 1 = m ax
S( 1 + A)

K1D
2
0

1
1+ A

,
S( 1 + A)

2

2( 1 - A)C
2
0

1
1+A

,则有

- $u + k ( x )u
- A [

3K1m 1

1 + A
U

2
1+ A
1 , x I 8。

令 �R1 =
3K1m 1

1 + A
| U1 |

2
1+ A
] ,则当 R \ �R1时,有

- $u + k (x )u
- A [ R, x I 8。

  ( 2) k ( x )满足条件 C2的情况

令 u = m
1

1+ A
0 XB, �R2 =

2m
1

1+A
0

X
B
B

,且 R \ �R2 ,则由条件 C 2得

- $u + k (x )u
- A

=
m

1
1+A
0

X
B
B

+ k (x )

m
1

1+ A
0 XB

A
[ R, x I 8。

引理 4得证。

引理 5 令 XKR是问题 ( 6)或 ( 7)的解。

( 1)设 k ( x ) 满足条件 C1, R \ �R1时, 则

m 1U
2

1+A
1 [ XKR (x I �8 ) ;

  ( 2)设 k ( x ) 满足条件 C2, R \ �R2时, 则

m
1

1+ A
0 XB [ XKR ( x I �8 )。

引理 5可直接运用极大值原理得到。

关于解的存在性,本文主要得到下述结果。

定理 1 若 AI ( 0, 1), p I ( 0, 1) , k ( x )满足条件 C1或 C2时,则存在正常数 �R1或 �R2,使得当 R \ R1

或 R \ R2时,对任意的 K\ 0,问题 ( 1)存在古典解。

定理 2 若 AI ( 0, 1), p \ 1, k ( x )满足条件 C1或 C2时,则存在正常数 �R1或 �R2和 �K,使得当 R \ R1

或 R \ �R2, K < �K时,问题 ( 1)存在古典解。

明显地,如果 k ( x )不在 58附近趋于零的话, 问题 ( 1)即不存在 C
2
(�8 ) 解。

关于问题 ( 1)解的全局正则性,本文得到定理 3。

定理 3 设 K、R I ( 0, ] ), u是问题 ( 1)的任一 C
2, C

( 8 ) H C (�8 )解,则 u I H
1
0 ( 8 )。

2 定理的证明

( 1)定理 1及定理 2的证明

注意到当 k ( x ) 满足条件 C1, R \ �R1时, 由引理 4( 1) (或引理 4( 2) )知 u = m 1U
2

1+A
1 是问题 ( 1)的下解,
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而由引理 2(或引理 3)知 XKR是问题 ( 1)的上解,由引理 5和引理 1可知,问题 ( 1)在序区间 [m 1U
2

1+A
1 , XKR ]至

少存在一个解 uKR I C
2, C

( 8 ) H C (�8 ) ;同理当 k (x )满足条件 C2, R\ �R2时, u = m
1

1+A
0 XB是问题 ( 1)的下解,

而 XKR是问题 ( 1)的上解,由引理 5和引理 1可知, 问题 ( 1)在 [m
1

1+A
0 XB, XKR ]至少存在一个古典解。定理 1和

定理 2得证。

( 2)定理 3的证明

令

8m = x I 8 d ( x, 58 ) > 1
m

,m I N ,

则有

8m < < 8,  u I C
2, C

(�8m );

- $u + k (x )u
-A

= Ku
p

+ R,  x I �8m。

应用 G reen恒等式可得

Q8
m

| ü |
2
dx - Q58

m

u # 5u
5n ds + Q8

m

k (x )u
1- A

dx = KQ8
m

u
p + 1

dx + R Q8
m

u dx。 ( 12)

注意到不管 k (x )满足 C1还是 C2, k (x ) > 0(x I 8m ) , 从而有

Q8m

| ü |
2
dx - Q58m

u # 5u
5n

ds < KQ8up+ 1
dx + R Q8 u dx。 ( 13)

注意到,
5u ( x )
5n [ lim

Dy 0-

u (x + sn ) - u ( x )
s

[ 0, P x I 58, u
58

= 0。在 ( 13)式中,令 m y + ] , 可得

Q8 | ü |
2
dx < KQ8up+ 1

dx + R Q8u dx。 ( 14)

既然 u I C (�8 ), 对于给定的 K和 R,结合 ( 14)式可得 Q8 | ü |
2
dx有界,由 u I C

2, C
( 8 ) H C (�8 )知, u I

H
1

0 ( 8 )。
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