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Hardy-H ilbert不等式一个新的改进

王祥,张太忠
(南京信息工程大学 数理学院,江苏 南京  210044)

摘要:研究关于重级数型 H ardy-H ilbert不等式改进的问题。通过给出如下形式的权系数的估计式
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从而得到 H ardy-H ilbert不等式的一个新的改进形式
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A New Improvement of Hardy-H ilbert Inequality
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Abstract: This paper deals w ith the refinem ent of the H ardy-H ilbert inequa lity for doub le series. A new

inequality for the w e ight coeffic ient X (q, n ) in the form is prov ed
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and a new genera lizat ion and im prov em en t o f H ardy-H ilbert inequality is obta ined.
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0 引言
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这是有名的 H ardy-H ilbert重级数定理
[ 1]
。近年来,不等式 ( 1)有各种推广和改进 (见文献 [ 2-7] )。本文的目

的是要进一步改进文献 [ 6-7]的结果,采用对给出的权系数进行估计的方法。

1 引理及其证明

引理 1
[ 7]  设 p > 1,

1

p
+

1

q
= 1, n I N,则



X (q, n ) <
P

sin P
p

-
fn (p ) + gn (p )

n
1
p

。 ( 2)

这里 X( q, n )同摘要中的 X (q, n ) ,且

fn (p ) = p +
1

12p
+

1

( 1 + p )n
+

1

12pn
2 +

1

3( 1 + 3p )n
3, ( 3)

gn (p ) = - 1
12pn

- 1

2( 1 + 2p )n
2 - 7

12
- 1

2n
+ 1

12n
2 - 7

12n
3。 ( 4)

  引理 2
[ 6]  设 f (x )为 [ 1, + ] )的四阶连续可微函数,若 f

( 4)
( x ) \ 0, fÊ ( 1) < 0, lim

xy ]
f ( x ) = lim

xy ]
f

( i)
(x ) = 0,

( i= 1, 2, 3)且 E
]

m = 1
f (m )及 Q]

1 f (x ) dx收敛,则

E
]

m = 1

f (m ) [ Q
]

1
f (x ) dx +

1

2
f ( 1) -

1

12
fc( 1)。 ( 5)

  引理 3 设 p > 1, n I N, 其中 fn (p ), gn (p )同引理 1中定义,则
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证毕。

引理 4 设 q > 1,
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事实上, ( 10)式等价于当 n \ 3时,
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5 c( 3) = 156 - 33e > 0,

5 d(n ) = 36n - 6en - 2,

5 d( 3) = 106 - 18e > 0,

5 Ê (n ) = 36 - 6e > 0,

从而当 n \3时, 5 d(n ) > 0, 5 c(n ) > 0, 5 (n ) > 0。因此由 ( 10)式有
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由引理 1、引理 3得
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其中: C 是欧拉常数,且 1-C U 01422 784 33,。
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由 ( 12) ~ ( 14)式得 ( 7)式成立,换 q为 p,加之
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  证明  由 H &o lder不等式,有
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因此, 将 ( 7)、( 8)式代入上式即得结论成立。
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所以 ( 15)式成立。定理证毕。
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所以, 上面定理所得结论比文献 [ 7]的最终结论更加精确。
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