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0 引言

由于测量设备计量性能的局限性、周围环境的

影响、模拟式仪器的读数存在人为偏差以及测量方

法和测量程序的近似性等原因,观测值和真值之间

总是存在一定的差异,在数值上即表现为测量误差。

传统的减小测量误差的方法主要是改进测量精度、

改善测量方法,并通过获取尽可能多的误差信息和

利用计算机软件来补偿等方法降低误差
[ 1-2]
。相关

研究的方法有:测头半径补偿 (包括微平面法, 平均

向量法,三点共圆取线法等方法 )、测头校正以及减

小零件坐标系产生的误差等。

近年来, 具有观测误差的线性与非线性回归模

型受到重视,是当前热门课题
[ 3-7]
。在一些线性回归

模型中,有的采用研究的是多次测量结果和偶然误

差的估计方法以及一次测量结果误差的估计方法。

而非线性模型中采用包括稳健估计、有偏估计及相

关抗差有偏估计等方法
[ 8-11]
。本文举例说明测量误

差会改变大 T方检验和判别分析的结果, 进而造成

错误, 并且研究了测量误差影响假设检验和判别分

析的原理,同时也提出避免测量误差造成错误的方

法。

1 实例与数学模型

例 1 Johnson等
[ 12]
举出健康成年女性汗液有

关数据,并用大 T方检验判断其总体均值是否等于

( 4, 50, 10)
T
, 计算结论是: 总体均值等于 ( 4, 50,

10)
T
。表 1给出健康成年女性汗液的模拟数据, 该

数据四舍五入即得文献 [ 12]的数据 (具有测量误差

的数据 )。也就是说, 假定真实数据是表 1中的数

据 (其中 X 1、X 2、X 3为影响因子 ) ,用表 1的数据作

大 T 方检验, 推断出总体均值不等于 ( 4, 50, 10)
T
,

与文献 [ 12]的结果相反,可见测量误差改变了推断

结果。

例 2 文献 [ 13]列出长江中游 1951) 1975年 6

月降水等级的数据, 并用最大概率判别法 (实质上

是马氏距离判别 )进行判别, 回代时 3个数据有误

差, 用它们判断 1976) 1979年的降水等级, 也有 3

个误判。现模拟表 2中 1961和 1979年 2 a的气象

因子模拟数据, 即 X 1 ~ X 4 (X 1 ~ X 4为判别雨量的 4

个因子 )分别模拟为 01423、83173、38111、20144及

01429、83155、33199、60154。数据四舍五入后可得

文献 [ 13]这两年的数据; 即假定文献 [ 13]中数据具

有测量误差,模拟后的数据是真实值。由表 2数据

用最大概率判别法判别, 1951) 1975年回代只有 2



表 1 汗液的模拟数据

Table 1 s imu lated da ta o f sw eat liquor

序号 X 1 X 2 X 3 序号 X 1 X 2 X 3 序号 X 1 X 2 X 3

1 31749 48145 91349 8 71249 33105 71649 15 11549 13145 101149

2 51749 65105 81049 9 61749 47135 81549 16 81549 56135 71149

3 31849 47115 101949 10 51449 54105 111349 17 41549 71155 81249

4 31249 53115 121049 11 31949 36185 121749 18 61549 52175 101949

5 31149 55145 91749 12 41549 58175 121349 19 41149 44105 111249

6 41649 36105 71949 13 31549 27175 91849 20 51549 40185 91449

7 21449 24175 141049 14 41549 40115 81499

个数据有误差,判别 1976) 1979的降水等级也只有

2个误判。可见这种情况下, 测量误差使判别结果

变坏了。

例 1与例 2不是偶然现象, 分析例 2的计算过

程,以此来说明测量误差对实际问题中的判别分析

可能存在影响。将长江中游 6月降水分为 3级: 偏

少、偏多、正常,分别用 A、B、C来表示这 3个母体,

以 X 1 ~ X 4为判别雨量的 4个因子, 表 2为 1951)
1979年的观测资料。

表 2 1951) 1979年气象因子 X 1 ~ X 4的观测值

Table 2 Observed va lues o fm eteo ro log ical fac to rsX 1 toX4 from 1951 to 1979

年份 X 1 X 2 X 3 X 4 原分类 年份 X 1 X 2 X 3 X 4 原分类

1951 0158 82 44 4016 A 1966 0165 81 31 2819 A

1952 0140 83 18 4310 B 1967 0166 83 38 4616 A

1953 0155 85 36 3017 B 1968 0153 80 42 9311 C

1954 0140 85 36 4017 B 1969 0156 85 18 1613 C

1955 0148 88 49 4310 B 1970 0145 83 37 2319 C

1956 0141 82 35 7816 C 1971 0134 80 42 2613 C

1957 0165 80 29 3312 A 1972 0141 79 38 4018 C

1958 0145 82 32 3311 C 1973 0153 83 23 6113 C

1959 0139 81 27 4615 C 1974 0148 84 19 2310 B

1960 0134 85 28 4117 C 1975 0130 85 27 1715 B

1961 0142 84 38 2014 C 1976 0142 81 21 5212 C

1962 0152 86 38 012 A 1977 0152 81 38 4518 A

1963 0146 88 25 5617 B 1978 0136 82 34 3419 B

1964 0148 83 46 1316 A 1979 0143 84 34 6015 C

1965 0153 84 41 3213 A

  表 2中数据包含测量误差,其绝对值分别小于

01005、015、015和 0105。为了进行判别,计算 4个

因子在 3种降雨级别的协方差阵,分别得到下面 3

个矩阵:

2
( 1)

=

010 013 - 012 014

013 412 - 1011 - 1915

- 012 - 1011 6118 3817

014 - 1915 3817 60819

,

2
( 2)

=

0101 0107 0118 0126

0107 4157 9129 12117

0118 9129 106157 18199

0126 12117 18199 154180

,

2
( 3)

=

010 010 - 012 013

010 319 - 710 - 1417

- 012 - 710 6214 2715

013 - 1417 2715 53214

。

  这 3个矩阵的元素也包含测量误差,但表中测

量误差对 3个矩阵中数的影响有多大? 这些数含有

多大的误差? 为了直观简便, 用有效数字的计算来

粗略估计测量误差的影响, 且仅估计有关第 2个因

子 X 2的数据:表面上看 X 2有 2个有效数字,而X 2是

由平均而得,它的精度较高。所以对于 X 2, X
(k )
2 -

X 2精确到个位,即误差绝对值小于 015;而X
( k )
2 - X 2

一般只有 1位整数,因而只有 1个有效数字; 做乘法

运算所得的积仍保持 1个有效数字;从而 3个矩阵

的第 2行和第 2列只有 1个有效数字,用它们作算
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术运算,有效数字可能进一步减少,计算的可靠性当

然有问题。于是带有与不带有测量误差的判别分析

之间可能有较大的差别。

由此可见,用带有测量误差的数据作统计推断,

除了要考虑一般统计推断的错误 (例如第 1类错

误、第 2类错误、计算中舍入误差等 )外, 还应当考

虑测量误差的影响。下文将对测量误差的影响,特

别是对假设检验和判别分析的影响做初步讨论。

建立测量误差对统计推断影响的数学模型。

定义 1 设已有统计分析问题 H 和真数据 (m

维随机向量 )集 X 1, X 2, ,, Xn, 舍入误差准则设为

RR, X 1, X 2, ,, Xn 按准则 RR变成 Y1, Y2, ,, Yn;

H (X 1, X 2, ,, X n )与H (Y1, Y2, ,, Yn )结论的不一致

性称为舍入误差准则 RR的影响。

为了便于计算和讨论,改用定义 2。

定义 2 设已有统计分析问题 H和舍入后数据

(m维随机向量 )集 Y1, Y2, ,, Yn, 观测误差集 (m维

随机向量 ) E1, E2, ,, En, 其中 E1, E2, ,, En是独立

同分布的 (根据测量学惯例, 如不另外声明, 一般为

在 [a 1, b1 ] @ [a 2, b2 ] @ , @ [am , bm ] 上均匀分

布 )。H (Y1, Y2, ,, Yn )与H (Y 1 + E1, Y 2 + E2, ,,Yn

+ En )结论的不一致性称为舍入误差准则 RR的影

响。

2 消除测量误差影响的方法

由例 1和例 2可见, H (Y1, Y2, ,, Yn )与H (Y 1 +

E1, Y2 + E2, ,, Yn + En )结论不一定一致,这使得统

计推断的正确性增加疑问。为了保证统计推断的可

靠性, 采用如下方法。

( 1)提高观测数据的精确度。从例 2中的分析

可见, 尤其应当检查数据减去均值后的有效数字是

否够用。但是提高观测精度要耗费可观的资金,例

如人体温度的测量精度由小数点后一位提高到小数

点后两位,要更换现有温度计, 将耗费可观的资金。

有时甚至无法提高观测精度:例如所观测的是人体

某处的温度,每个人全身各处温度是不完全一致的,

因而过分提高测量人体温度的精确度不可行。

( 2)分析模型的稳定性。有些统计推断问题

(例如假设检验和判别分析 )从数学上看是函数值

分布问题,某个函数值在不同区域, 就有不同结论。

如果测量误差能使函数值改变区域, 就可能影响统

计推断结果。因此,对于一个统计推断问题,应当选

择合适的变量和精度, 使测量误差尽量不影响统计

推断的结果。以下就对假设检验和判别分析分别讨

论。

定义 3 对于假设检验问题 (及相应含测量误

差的数据 ) ,若考虑测量误差后,检验统计量变化范

围包含阈值, 则称该假设检验与测量误差有关, 反

之, 则称该假设检验与测量误差无关。

假设检验与测量误差是否有关可用如下方法决

定:假设检验的实质是, 计算统计量 d ( x ), 若 d (x )

\ c ,则否定H 0,接受H 1。由测量数据的精确度,可

以确定测量误差的取值范围, 从而得到精确数的变

化范围,从而得到 d ( x )的变化范围:若 c不在 d ( x )

变化范围内,则该假设检验与测量误差无关,无需考

虑观测误差的影响,反之则有关, 要考虑测量误差的

影响。具体计算时, 由于测量误差很小, 可将 d ( x )

近似为线性函数: 设 x0是近似数, x是精确数, 计算

d ( x )的梯度 d̈。于是 d (x ) U d ( x0 ) + ( x -

x0 )
T

d̈。把每个测量误差取到误差最大限, 一次

让其符号与 d̈相同, 另一次相反, 就能得到 d ( x )

变化的最大幅度。若对于观测数据, c不在这样算

出的变化范围内,则无需考虑观测误差,假设检验是

稳定的;否则假设检验是不稳定的。

在例 1中,可取 d (x ) = ( �x- L0 )
T
S (�x - L0 ) ,其

中 L0 = ( 4, 50, 10)
T
。当显著水平 A= 0110时, c =

2144 @ 19 @ 3 / ( 17 @ 20) = 01409; 当显著水平 A=

0105时, c = 312 @ 19 @ 3 / ( 17 @ 20) = 01536 5, 而

对于包含测量误差的观测数据
[ 12]

, d (x ) = 01487,

当显著水平 A= 0110时接受 H 0。而 d (x ) = (�x -

L0 )
T
S (�x - L0 )对 60个观测值的梯度如下 ( x 1 ~ x 3

为 3组梯度 ):

x1: 01080 048 3, 01078 456 4, 01062 566 1,

01080 224 4, 01105 218 6, 01044 583 9,

01024 353 7, 01019 126, 01014 920 1, 01036 881 5,

01024 951 4, 01059 534 6, 01037 949 9, 01051 484,

01052 125 3, 01002 985, 01117 963 8, 01011 974 1,

01046 927 6, 01022 106 7;

x2: - 01007 141, - 01006 995, - 01005 572,

- 01007 157, - 01009 401, - 01003 958,

- 01002 14, 01001 761 7, - 01001 295,

- 01003 265, - 01002 194, - 01005 3,

- 01003 362, - 01004 577, - 01004 64,

- 01000 222, - 01105 44, - 01001 031;

x3: 01027 131, 01026 580 2, 01021 210 6,

01035 652 9, 01015 124 2, 01008 272 7,

- 01006 442, 01006 442, 01005 085 7, 01012 514 1,

01008 48, 01020 864, 01012 878 3, 01017 459 9,
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01017 675 5, 01010 501, 01039 962 9, 01004 085 7,

01015 927, 01007 520 7。

于是给 x1每个观测值增加 0105; 给 x 2第 8个

观测值增加 0105, 其余每个观测值减少 0105; x3第

7个观测值减少 0105, 其余每个观测值增加 0105。

这时 d ( x )达到最大值 01556 958 3。它大于 01409

和 01536 5,即 d ( x )的范围包含 01409和 01536 5。

所以, 例 1是与测量误差有关的。

距离判别的实质是: 计算样品 x到各总体的某

种距离,将样品 x判归距离最近的一类。

若对某个样品,去除测量误差后,它到某两类距

离的远近程度,与包含测量误差后,它到某两类距离

的远近程度相反,测量误差就会改变判别的结果,由

此给出定义 4。

定义 4 对于某个距离判别问题 (及相应含测

量误差的数据 ), 若考虑测量误差后,被判别点到各

总体距离远近顺序会改变, 则称该判别问题与测量

误差有关;反之, 则称该假设检验与测量误差无关。

距离判别是否与测量误差有关的计算, 类似于

假设检验是否与测量误差有关的计算, 可依据相关

结论得出。

3 自助法 ( Bootstrap)
[ 10-11 ]

对一个未知分布总体,从中抽取 n个样本,要估

计总体某个参数 H, 用样本估计 Hn去代替 H就会产

生误差,尤其是 n较小时误差会更大。一般的估计

值的期望与实际值相差一个偏差和一个无穷小量。

在误差理论中, 同一量值进行等精度的重复测

量得到的测量列 (X 1, X 2, ,, X n ), 设 Hn为样本容量

为 n的估计值, Hi为在原样本中切去第 i个样本后

的估计值, Hi的计算方法完全同 Hn一样 ( i = 1, 2,

,, n )。于是有相应的数学期望

E (Hn ) = H+
a

n
+
E

n
2,

E (Hi ) = H+
a

n - 1
+

E
(n - 1)

2。

其中: a是常数, a
n
、 a
n - 1
是偏差, E是无穷小量。

若令 H
*
i = n Hn - (n - 1) Hi ,则有

E ( H
*

i ) = nE (Hn ) - (n - 1)E ( Hi ) =

n H+
a
n

+
E

n
2 -

(n - 1) H+
a

n - 1
+

E
(n - 1)

2 =

H+ E
n

-
E

n - 1
。

即 H
*

i 的期望值等于总体参数 H加上一个无穷小量。

从而可以认为用 H
*
i 的均值 H

*
= E

n

i= 1

H
*
i

n
对总体参数

H进行估计, 要比样本参数 Hn对 H的估计更加准确。

下面以一组实测数据为例来验证 /自助法0。

对例 2中 1952年降水量因子 X 2作等精度测量

10次得到数据 (表 3) ,求测量结果。

  一般情况下的数据处理:

( 1)求算术平均值 �X = 8310; ( 2)计算残差 vi =

X i - �X ( i = 1, 2, ,, n ) (表 3); ( 3)求标准差 R =

表 3 两种不同方法的计算数据

T ab le 3 Com puta tiona l da ta o f the tw o m ethods

i X
i

V
i V i

2
切去 X i后

的平均值
切去 X

i
后 R

i R*
i = 9R9 - 8R i

1 8312 012 0104 8310 01247 01211

2 8218 - 012 0104 8310 01247 01211

3 8219 - 011 0101 8310 01255 01147

4 8312 012 0104 8310 01247 01211

5 8311 011 0101 8310 01255 01147

6 8313 013 0109 8310 01235 01307

7 8217 - 013 0109 8310 01235 01307

8 8216 - 014 0116 8310 01215 01467

9 8219 - 011 0101 8310 01255 01147

10 8312 012 0104 8310 01247 01211

�X = 8310 E
9

i= 1
Vi = - 011 E

9

i= 1

V
2
i = 0153
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E
n

i= 1
v

2
i /n - 1 = 0153 /9 = 01243; ( 4)求平均值

标准差 R�X =
R

n
=

01243

10
= 01077; ( 5)平均值的极

限误差 Dlim �X = ? tAR�X = ? 2126 @ 01077 = ? 01174。

其中: 查 t分布表可得出 tA, C= n - 1 = 9, A =

0105。由此,可以得到最后测量结果 P = �X + Dlim �X

= 8310 ? 01174。

用 /自助法0计算:

前 3步同上,得到 R9 = 01243, 令 R i为切去第 i

个数据后求得的标准差, R
*
i = 9R9 - 8Ri (表 3)。

R
*

= E
10

i = 1
R

*
i /10 = 01213, 于是求得平均值标准差

R
*

�X
=
R

*

n
=

01213

10
= 01067, 这样其极限误差 Dlim �X

= ? 2126 @ 01067 = ? 01151,得最后测量结果 P =

8310 ? 01151。

由此可见,采用 /自助法 0后最后测量结果的精
确度确实有所提高。这个方法的缺点是计算量比较

大,尤其是分析大量气象数据的时候。但采用计算

机后,这种缺点会得到有效的缓解。所以当 n比较

小,且最后测量结果需要核准时, /自助法 0不失为
一种较有效的办法。

4 小结

本文分析了观测误差对假设检验与判别分析的

影响, 并且建议采用 /自助法 0减少测量误差, 达到

减小误差影响的要求。
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