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图的圈和路剖分问题

陈丽娟
(南京信息工程大学 数学系,江苏 南京  210044)

摘  要:设 G是一个顶点数为 n的图, k为任意正整数且 k [ n,证明了如果图 G中任何一对不相邻

顶点的最大度至少为
n - k + 1

2
,则 G能剖分成 k个子图 H i, 1[ i[ k,其中H i是圈或路;如果 G是

2-连通图, R
*
2 (G ) = m in{dG ( x ) + dG ( y ) x, y I V(G ), x X y, d (x, y ) = 2} \ n - k , G也能剖分

成 k个子图H i, 1[ i[ k,其中H i是圈或路。
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Graph Partition Problem s into Cycles and Paths

CHEN L-i juan
(D epartm en t ofM athem at ics, NU IST, N an jing 210044, Ch in a)

Abstract: LetG be a g raph o f order n and k any positive integer w ith k[ n. W e prove if them ax im um de-

g ree of any pa ir o f nonad jacent vertices is at least
n - k + 1

2
, orG is a 2-connected graph andR

*
2 (G ) =

m in{ dG ( x ) + dG ( y ) x, y I V(G ), x X y, d ( x, y ) = 2} \ n - k , thenG can be partitioned into k sub-

g raphsH i, 1[ i[ k, w hereH i is a cycle o r a path.

Key words: partition; subgraph; m ax im um degree; cycles; paths

0 引言

文中 G表示有限简单图, 文中术语、符号除特殊标明外, 皆同文献 [ 1]。设图 G, 令 | G | = | V(G ) |,

R2 (G ) = m in{dG ( x ) + dG ( y ) x, y I V(G ), x X y, xy | E (G ) } ,当 G为完全图时,定义 R2 ( G ) = ] 。

Rc2 ( G ) = m in{m ax{ dG ( x ), dG ( y ) } x, y I V(G ), x X y, xy | E (G ) },

R
*

2 (G ) = m in{ dG ( x ) + dG ( y ) x, y I V(G ), x X y, d ( x, y ) = 2}。

本文只解决顶点集的剖分,故文中所有出现的 /不交 0均指 /顶点不交0。



设 H 1, H 2, ,, H k为 G的不交子图,使得 V(G ) = U
k

i= 1V(H i ),其中H i是圈或路, 1[ i[ k, 则 U
k

i= 1V (H i )是

G的一个具有 k个连通分支的 2-因子。在文献 [ 1]中已给出了 2-因子存在的一个充分条件。

定理 A  设 |G | = n\ 4k, R2 ( G ) \n, 则 G剖分成 k个圈, 即 G 包含 k个不交的圈 H 1, H 2, ,, H k 满足

V(G ) = U
k

i= 1V(H i )。

如果将 K 1和K 2都看作退化的圈,文献 [ 2]中给出了比定理 A更弱一些的充分条件。

定理 B
[ 2]  设 G是一个为顶点数 n的图, k为任意正整数,且 k [ n,如果 R2 (G ) \n - k+ 1,则除了 G =

C5, k= 2外, G能被分成 k个子图H i, H i为圈或 K 1或 K 2, 1[ i[ k。

定理 C
[ 3 ]  设 G是一个顶点数为 n的图, k为任意正整数,且 k[ n,如果 R2 (G ) \n- k,则 G能剖分成 k

个子图 H i, H i是圈或路, 1[ i[ k。

在定理 B和定理 C的基础上,本文证明了下面两个定理。

定理 1 设 G是一个顶点数为 n的图, k为任意正整数且 2[ k[ n。

如果 Rc2 (G ) = m in{m ax{ dG (x ), dG (y ) } x, y I V(G ), x X y, xy | E (G ) } \ n - k + 1
2

, 则 G能剖分

成 k个子图H i,H i是圈或路, 1[ i[ k。

特别地,当 G是一个 2-连通图, 有:

定理 2 设 G是一个顶点数为 n的 2-连通图, k为任意正整数且 k [ n。

如果 R
*
2 (G ) = m in{dG ( x ) + dG ( y ) x, y I V(G ), x X y, d (x, y ) = 2} \ n - k, 则 G剖分成 k个子图

H i, H i是圈或路, 1[ i[ k。

注释 1 定理 C不能被定理 1推导。

如果 G = C6, k= 2,则 G不满足定理 1的条件,而 R2 (G ) = 4\n- k= 4。显然, G满足定理 C。

注释 2 定理 1也不能被定理 C推导。

若 V(G ) = { v1, v2, ,, v6, v7 }, V (K 6 ) = { v1, v2, ,, v6 }, G = (K 6 - { v1v4, v2v4 } ) G { v7 }。当 k= 2时, G不

满足定理 C的条件, 而 Rc2 (G ) = 3 \ n - k + 1
2

= 3。显然, G满足定理 1。

注释 3 一般意义上定理 2中的条件,不能再改进。

例如: G = Km+ k+ 1, m (m \ 2), R
*
2 (G ) = 2m = n - k - 1。但 G不能分成 k个子图H i,H i为圈或路。

1 断言

断言 0 若 G有 n - k条独立边或 k= 2,则定理 1成立。

证明  如果 G有 n - k条独立边,则这 n - k条独立边和 G除了这些边的顶点外,其余的 n- 2( n- k ) =

2k- n个顶点, 构成所要的 k-剖分。

如果 k= 2,则
n - k+ 1

2
=
n - 1

2
。令 S1 = v |dG ( v )\

n - 1
2

, S2 = v |dG ( v) <
n- 1

2
。显然, V (G ) = S1G S2。

如果 S1 = <或 S2 = <,则结论显然成立,不妨假设 S1 X <, S2 X <。

显然,若 3S2 4是 G的完全子图, 则3S2 4中有一个 H am ilton圈或 3S2 4为 K 1或 K 2,用H 2来表示。

考虑 S1。如果 |S1 | = 1或对于任意 vI S1有 dS
1
( v ) \

|S1 | - 1

2
, 则 S1必有一条 H am ilton路, 从而得到所

需的剖分。否则, S1中必有一个顶点 u1I S1,使得 dS 1
( u1 ) <

|S1 | - 1

2
, 从而 dS 2

( u1 ) >
n - 1

2
-

|S1 | - 1

2
=

|S2 |

2
。

如果 |S2 | = 1,则3S2 G { u1 }4= K 2,当 |S2 |\ 2时,H 2中必有两个相邻的顶点与 u1相邻, 将 u1添加到 H 2

中,构成3S2 G { u1 } 4中一个新的 H am ilton圈 C
~

, 用 H c2来表示 K 2或 C
~

。令 S c1 = 3S1 - { u1 }4, S c2 = 3S2 G

{ u1 }4。如果 |Sc1 | = 1或对 vI Sc1都有 dSc1
( v) \

|S c1 | - 1 |

2
, 则 Sc1中有一条 H am ilton路, 从而得到剖分, 否
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则存在 u c1 I S c1, 使 dSc1 ( u c1 ) <
|Sc1 | - 1 |

2
,从而有 dSc2 ( uc1 ) >

|Sc1 | - 1 |

2
=

|Sc2 |

2
。因此, H c2存在两相邻顶点

与 uc1相邻, 再将 uc1添加到 H c2中, 构造 3Sc2 G { uc1 }4中新的 H am ilton圈, 用 H
"

2 表示。令 S
"

1 = 3Sc1 -

{ uc1 } 4, S"2 = 3Sc2 G { uc1 } 4。因为 |S1 |是有限的,重复使用上述方法,就能得到 G的 2-剖分。

断言成立。

注释 4 类似于断言 0的证明,如果 Rc2 (G ) \n+ 1
2

, 则 G能剖分成 2个同构于圈或K 1或 K 2的子图。显

然,若 G是一个 2-连通图, 当 k= 1结论也成立。

断言 1 若 G中每个圈的长度至少为 n- k+ 1,则定理 1结论成立。

证明  令 C为最短圈,则 |C | \n- k+ 1\4, C中无弦。

容易看出 C能剖分成 |C | - ( n - k )条路,从而 G可以剖分成 |C | - ( n - k )条路和 n - |C |个点。

下面两个断言的证明类似于定理 E,在这里略去证明过程。

断言 2 如果 R2中存在一顶点 x, x在 H G { c2, c4, c6, ,, cp }中至少有一邻点,则 |N ( x ) H H G C | = 1。

断言 3 H G { c2, c4, c6, ,, cp }是独立集。

断言 4 H G { c2, c4, c6, ,, cp }中存在两个顶点,它们在 R 2中最大度至多为
|R 2 |

2
。

证明  由 p为偶数, u1I H,则 |H G { c2, c4, c6, ,, cp } |\3。

如果断言不成立,则H G { c2, c4, c6, ,, cp }中必有两个顶点, 它们在 R2中度大于
|R 2 |

2
。于是 R 2中存在

一点, 此点在 H G { c2, c4, c6, ,, cp }中至少有两个邻点,这与断言 2矛盾。

断言 5 |H |[ k- 1。

证明  由断言 3和断言 4,存在 x1, x2 I H G { c2, c4, c6, ,, cp }, 且m ax {dR 2
(x 1 ), dR2

( x2 ) } [
| R 2 |

2
。于是

| n - k + 1 |
2

[ m ax {dG ( x1 ), dG (x2 ) } [ p
2
+
| R 2 |

2
=
n - | H |

2
。

2 定理 1的证明

定理 1 设 G是一个顶点数为 n的图, k为任意正整数且 2[ k[ n。

如果 Rc2 (G ) = m in{m ax{ dG (x ), dG (y ) } x, y I V(G ), x X y, xy | E (G ) } \ n - k + 1

2
,则 G能剖分

成 k个子图H i,H i是圈或路, 1[ i[ k。

通过对 n归纳来证明定理 1。容易验证,当 n[ 3时, 结论成立。

当 n\4, 假设对不超过 n- 1个顶点的图结论成立。据断言 0,设 n\k, k\ 3。

当 n= k,显然成立。当 n = k+ 1时, 因为 Rc2 (G ) \1, G中至少有一条边,结论也成立。

当 n= k+ 2, Rc2 (G )\
3

2
, G中至少存在某一顶点w,且 w有两个不同的邻点 u和 v, 则 G可以剖分成 uvw

和 k- 1个点。因此,可以假设 n\k+ 3。

由于 Rc2 (G )\
n - k+ 1

2
\ 2, G不是森林。

据断言 1, 只考虑下面情形:若 G中存在一圈长度至多 n - k。

选择一圈 C = c1 c2, cp c1满足下列条件:

( 1) p [ n- k,

( 2)在 ( 1)的条件下, C尽可能长。

令 R1 = 3G - V(C ) 4,则 |R 1 | = n- p\k。若 |R1 | = k且 R 1中有一边, 连同 C可得到 G的一个剖分。当

|R1 | = k且 R1是独立集, 由 C的最大性, R 1中所有顶点在 C中无相邻的邻点, 因此 Rc2 ( G ) [ p

2
, 但

p

2
\
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Rc2 ( G ) \n- k+ 1
2

,即有 p\ n - k + 1。事实上, p [ n - k, 矛盾。于是不失一般性, 假设 |R1 | \ k + 1, 从而

p [ n - k- 1。

由 C的最大性, 显然 R1中每个顶点 w在 C中没有两个相邻的邻点,因此 |NC (w ) |[ p

2
。如果 Rc2 (R1 )

\
|R1 | - ( k- 1) + 1

2
,根据归纳假设, R1能剖分成 k- 1个同构于圈或路的子图。再加上 C,得到 G的剖分。

如果 Rc2 ( R1 ) <
|R1 | - ( k- 1) + 1

2
, 则 R1中存在一对相邻的顶点 u1和 u2, 使 m ax { dR 1

( u1 ), dR1
( u2 ) } [

|R 1 | - ( k- 1)

2
, m ax {dC ( u1 ), dC ( u2 ) } \ p

2
。

另一方面,由 dC ( u1 ) [ p

2
, dC (u2 ) [ p

2
,说明 p为偶数 ( p\4)且 m ax { dC ( u1 ), dC ( u2 ) } =

p

2
。不失一般

性,设 dC ( u1 ) =
p
2
。

设 N (u1 )HC = { c1, c3, c5, ,, cp- 1 },令 H = {w I R1 |N (w )HC = { c1, c3, c5, ,, cp- 1 } }, R2 = R1 -H。

接下来考虑生成子图 R2, |R2 | = |R 1 | - |H | \k+ 1- |H |。如果 R2中存在一对顶点 u3和 u4,使得 m ax

{ dR
2
( u3 ), dR

2
( u4 ) } [

|R2 | - ( k- 1- |H | )

2
=
n - p- k+ 1

2
, 则 m ax dC GH ( u3 ), dCG H (u4 ) \ Rc2 ( G ) -

n- p - k+ 1

2
=
p

2
\ 2。

根据断言 2,能够推断N (u3 ) HC= { c1, c3, c5, ,, cp- 1 }或 N ( u4 ) H C = { c1, c3, c5, ,, cp - 1 }, 这与H 的定

义矛盾。从而必有 Rc2 (R2 )\
|R2 | - ( k- 1- |H | ) + 1

2
。

假设 |H | = k- 1。因为 Rc2 (R2 )\
|R2 | - 2+ 3

2
=

|R2 |+ 1

2
,由注释 4, R2能被剖分成两个子图 R 21和 R22同

构于圈或 K 2或 K 1。另一方面, H 中必有一顶点 u且 u在 R 2中至少有一邻点 v, 否则, 对任意 v1, v2 I H,

m ax {dG ( v1 ), dG ( v2 ) } = m ax{ dC ( v1 ), dC ( v2 ) } =
p
2

<
n- k+ 1

2
,这与 Rc2 (R 2 ) \n- k+ 1

2
矛盾。不妨令 vI R 21,

无论 R 21是圈或 K 1或 K 2, 都能得到 R21中以 v为端点的 H am ilton路 Q, 所以 G能剖分成路 cp cp - 1 , c1uvQ和

R22以及 H - { u}的所有顶点。

假设 |H | = k- 2。根据归纳假设, R2能剖分成 k- 1- |H |个同构于圈或路的子图,加上 C及H中所有顶

点,得到 G的剖分。

定理 1得证。

3 定理 2的证明

定理 2 设 G是一个顶点数为 n的 2-连通图, k为任意正整数且 k [ n。

如果 R
*
2 ( G ) = m in{dG ( x ) + dG ( y ) x, y I V (G ), xX y, d ( x, y ) = 2} \n - k,则 G剖分成 k个子图H i, H i

是圈或路, 1[ i[ k。

证明  当 K\ 4,令 ! K= { G G是 2-连通的, P u, vI V (G ), d ( u, v ) = 2] m ax { d ( u), d ( v) } \ K
2
, "K =

{G G是 2-连通的, P u, vI V(G ), d ( u, v) = 2] d ( u) + d ( v) \K}。

很明显, ! K= "K。

下面证明定理 2。
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当 n= k时,显然成立。当 n= k+ 1时,  G中至少有一条边,结论也成立。当 n= k+ 2时, R
*
2 (G ) \2, G

中有一条顶点数为 3的路, G剖分成一条路和 n - 3( = k- 1)个点。当 n= k+ 3时, R
*
2 (G ) \3, G中必有一

条顶点为 4的路, G剖分成一条路和 n - 4( = k- 1)个点。因此,假设 n\k+ 4。

在文献 [ 4]中已经证明,如果 G I ! K,则 c(G ) \K( 4[ K[ |V (G ) | ) (这里 c(G )表示 G 中最长圈的长

度 )。根据这个结论, 得到 c(G )\n - k。若 c(G ) = n- k, 由 G是 2-连通图, 存在 XI V (G - C ), 使得 X在 c

中有一邻点 v, 因此, G剖分成一条路和 k- 1个点。若 c(G ) \ n - k+ 1, 设 c( G ) = p, C = v1v2 , vp, 则 m =

|V(G - C ) | [ n- n+ k- 1= k- 1, G可剖分成路 v1v2,vp- ( k - 1 -m )和 k- 1个点。
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