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2n阶微分方程周期解的存在性

黄涛,  周伟灿
(南京信息工程大学 数学系,江苏 南京  210044)

摘  要:考虑微分方程 u
( 2n )

+ G̈ ( u) = M (u) 解的存在性问题,运用同胚理论及不动点方法给出

在 M为有界全连续算子条件下此类方程解的存在性定理。
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Existence of the Periodic Solution of

D ifferentialEquations of the 2n th Order

HUANG Tao,  ZHOU W e-i can
(D epartm en t ofM athem at ics, NU IST, N an jing 210044, Ch in a)

Abstract: For the 2n th o rder differential equat ionu
( 2n )

+ G̈ ( u ) = M (u ) , under the condit ion o fM be-

ing a bounded com p letely cont inuous operator, the ex istence of period ic solution is d iscussed by v irtue o f

hom eom orph ism, and fixed pointm ethod.
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0 引言

考虑如下高阶 Duffing方程周期解的存在性

u
( 2n )

+ G̈ ( u ) = M (u )。 ( 1)

其中: u I R
n
, G I C

2
(R

n
, R) ,M 是有界全连续算子。

对于高阶 Duffing型方程一直是微分方程研究的热点
[ 1-7]
。在文献 [ 1-3]中研究了标准的 2n阶 Duffing

方程

u
( 2n )

+ E
n- 1

j= 1
a ju

2j
+ (- 1)

n+1
f ( t, u ) = 0

在非共振与共振条件下的解的存在唯一性。

文献 [ 7]研究了高阶亚线性 Duffing方程

u
( 2n )

+ g ( x ) = p ( t) = p ( t + 2P),

u
( 2n+ 1 )

+ g (x ) = p ( t) = p ( t+ 2P)。



的解的周期性。

文献 [ 4]给出了

u
( 2n)

+ ¨G ( u ) = p ( t) = p ( t+ 2P)

的解的存在唯一性定理。本文所研究的是上述文献中所述方程更广的一类方程。研究这类问题, 经常使用

的工具是 Schauder不动点定理,通过构造一个先验界,从而得到解的存在性结论。本文利用同胚延拓和不

动点方法在原有二阶 Duffing型方程周期解存在性研究的基础上进一步考虑高阶 Duffing型方程周期解的存

在性。

其研究价值不仅仅在理论上,在实际应用中也有重要的价值, 例如大气动力学模型
[ 8-11 ]
的研究有时可归

结于 Duffing型方程的研究。

1 预备知识

记 X = L
2
n [ 0, 2P] = { u( t ) | u: [ 0, 2P] y R

n
, u ( t) = ( u i ( t) ) n @1, ui I L

2
[ 0, 2P] }。

定义内积,对 Pu, v I X,

( u, v) = Q
2P

0
3u ( t), v( t) 4dt = E

n

i= 1
Q
2P

0
u i ( t) v i ( t ) dt。 ( 2)

范数 + u+ = ( u, v) , 则 X为 H ilbert空间。

设线性微分算子 L: D (L ) y X, Lu = u
( 2n )

及连续 Frechet可微算子 N: D ( L ) y X, (N u ) ( t ) =

G̈ ( u ( t) )。

记 ( 1)式为

Lu + N ( u ) = M (u)。 ( 3)

设

D (L ) = { u I X | u
( 2k- 1 )

i ( t )在 [ 0, 2]上绝对连续, u
( 2k )

i ( t ) I L
2
[ 0, 2P],

u
( j)

i ( 0) = u
( j )

i ( 2P),  i = 1, 2, ,, n, j = 0, 1, ,, 2k - 1}。

则 L在 D (L )上是稠定的自伴算子,事实上, 对 P u, v I D (L ) , 有

(Lu, v) = Q
2P

0
3u( 2n )

, v4dt = E
n

i= 1
Q
2P

0
u

( 2n)
i ( t) vi ( t ) dt =

E
n

i= 1

u
( 2n- 1 )

i ( t) vi ( t) |
2P
0 - E

n

i= 1
Q
2P

0
u
( 2n- 1)
i ( t) vci ( t) dt =

( - 1)
1 E

n

i= 1
Q
2P

0
u

( 2n- 1)
i ( t ) vci ( t ) dt =

( - 1)
2 E

n

i= 1
Q
2P

0
u

( 2n- 2)
i ( t ) vdi ( t ) dt = , =

(- 1)
2n E

n

i= 1 Q
2P

0
u i ( t) v

( 2n )

i ( t) dt = ( u, L v)。

定义图范数 + |# | +: X y R:

+ | u | + = + u+ + +Lu+ = + u+ + + u
( 2n) + ,

则 D (L )在图范数下是 Banach空间,由W irtinger. s不等式

+ u
( j ) + 2 [ + u

( j+ 1) + 2
,   j = 1, 2, ,, 2n - 1。

可证明图范数跟 Sobo lev范数 + u+ + + uc+ + + ud+ + , + + u
( 2n ) +是等价的。据 Sobolev嵌入定理D (L )

可嵌入 C
2n- 1
n [ 0, 2P] ,其中:

C
2n- 1
n [ 0, 2P] = {u: R y R

n
| ui在 [ 0, 2P]有连续 ( 2n - 1) 阶导数 },

由于 G ( u )有连续二阶偏导,则 N是连续可微的,且有

(N c( u ) v) ( t) =
52
G ( u ( t) )
5xi5xj

v( t) = - Q ( u( t ) ) v( t ),   ( u, v I D (L ), t I [ 0, 2P] )。
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则 Q ( u)对 P u I R
n
是对称阵,且有

L + N c( u ) = L - Q ( u)。

  设 K1 ( u), K2 ( u ), ,, Kn (u )是 Q ( u)在 u I R
n
的特征值,记 K1 ( u ) \ K2 ( u ) \ , \ Kn ( u ) ,如果存在

正整数 N i ( i = 1, 2, ,, n ) ,有

S(N i ) = N
2n

i < Ki ( u ) < (N i + 1)
2n

= S(N i + 1),  i = 1, 2, ,, n。 ( 4)

考虑特征值问题

L u - Q ( u0 ) u = Cu。 ( 5)

其中: u0是 D (L )中的固定点, C= S(N ) - Ki ( u0 ), i = 1, 2, ,, n。由 ( 4)知零不是 ( 5)的特征值
[ 1]

, 从而

L - Q ( u0 )是可逆的,由算子谱理论

+ (L - Q (u0 ) )
- 1+ = m ax (m in{ Ki (u0 ) - S(N i ), S(N i + 1) - Ki ( u0 ) } )

- 1
。 ( 6)

令 D: R+ y R+ - {0}

D( s) = m ax
+ u+ < s

{ ( m in
1[ i[ n

{ Ki ( u0 ) - S(N i ), S(N i + 1) - Ki ( u0 ) } )
- 1

}, ( 7)

则 D( s)是连续函数。

定义 1
[ 12]  设 r ( t)为下列常微分方程初值问题的解

uc= g ( t, u),

u ( t0 ) = u0,
t I [ t0, t0 + a ), a > 0。     ( 8)

若方程 ( 8)在 [ t0, t0 + a )存在任意解 u ( t),对 P t I [ t0, t0 + a )满足: u ( t) [ r ( t) ,则称 r( t)为方程 ( 8)的

最大解。

引理 1
[ 13]  设连续函数 f: D y F ,对任意 q ( t) = ( 1- t) y0 + ty1, t I [ 0, 1] < f (D ), P x0 I f

- 1
( y0 ) ,

都 v p: [ 0, 1] y D有

p (0) = x0,   f ( p ( t) ) = q( t ), t I [ 0, 1]。

则 f: D y F是路线上升的。

引理 2
[ 13]  设 E = { ( t, u ) | t, u I R } < R

2
, g I C [E, R ] , 方程 ( 8)最大解 r( t)的最大解区间为 [ t0, t0

+ a ) ,设 m I C [ ( t0, t0 + a ), R ], ( t, m ( t ) ) I E (对 P t I [ t0, t0 + a) ), m ( t) [ u0 ,且对一固定的迪尼导

数有

Dm ( t) [ g ( t, m ( t ) ),  t I [ t0, t0 + a ) - T。 ( 9)

其中: T是区间 [ t0, t0 + a )上最多可数个迪尼不可导点集, 则 m ( t) [ r ( t), t I [ t0, t0 + a )。

  引理 3
[ 14]  设 G: R

n y R有连续二阶偏导数,且 Q (u )的特征值满足 ( 4) ,如果对 P G I R, 初值问题

yc( r ) = GD(y ( r ) ),  r I [ 0, 1] ,

y (0) = 0。
( 10)

的最大解 y定义在 [ 0, 1]上且对 P a I (0, 1] ,有 y ( a ) = lim
sy a

y ( s)是有限的,则 L + N为 D (L )到X 的同胚。

2 主要结论

定理 1 设 L, G满足引理 3条件,若M: D ( L ) y X是一个有界全连续算子,则方程 ( 3)至少有一解。

证明  由于 M有界,故存在 G > 0,使得对一切 u I D (L )有 +M (u ) + [ G。

下证 + (L + N )
- 1
M (u) +D ( L )是有界的。

事实上对任给的 v I M (D ( L ) )有 + v+X [ G, 据引理 3: L + N 是 D (L )到 X 的同胚, 因此存在一个

p (0) I D (L )使得

( L + N ) [p (0) ] = 0。

由引理 1,设 q ( s) = ( 1 - s) 0 + sv ( s I [ 0, 1] ) , v为 X 中任意向量函数.对 P a I (0, 1], v p: [ 0, a) y
D (L ) ,使得

( L + N ) [ p ( s) ] = q( s) = sv,

则 [ L + N c(p ( s) ) ] [ pc( s) ] = v,
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pc( s) = [L + N c( p ( s) ) ] - 1
v,

+ pc( s )+ [ + [ L + N c(p ( s) ) ]
- 1+ # + v+。

由 ( 6)、( 7)式得

+pc( s)+ [ GD( +p ( s)+ )。

由引理 2、3,令 y是初值问题 ( 8)的最大解,则 y ( a) = lim
sy a

y ( s) ,对 P a I (0, 1] , p ( a) = lim
sy a

p ( s)是有限的,

所以 +p ( s) + [ c, sI [ 0, 1] ,即有 + ( L + N )
- 1
M [p ( s) ] + [ c1 ( c1是与 c有关的常数 ), 这对任意 p ( s) I

D (L )均成立。

记 BR = { u I D (L ), + | u | + [ c1 } ,则 H =
def

[L + N ]
- 1
M把 BR 映入 BR,同时M: D (L ) y X是一个

全连续算子, ( L + N )
- 1
: X y D (L )是连续的,则H 是全连续算子,即连续紧算子,据 Schauder不动点定理可

知 H至少有一个不动点 u0 I BR 使得 Lu0 + N ( u0 ) = M ( u0 ) 成立, 则 ( 1)式至少有一个解。

3 具体应用

考虑二阶 Duffing方程

ud+
-

1
2
u

2
+ u u e

( - s in2t)

u e
(- s in2t) 1

2
u

2
- u

= 2sin
2
t + 3sin2t。 ( 11)

设 Lu = ud,则 Lu是自伴算子。

令 Q ( u) = -

-
1
2
u

2
+ u u e

( - s in2t)

u e
( - s in2t) 1

2
u

2
- u

c

=
u - 1 - e

( - s in2t)

- e
( - s in2t)

- u + 1
,

其特征值 K = 1 ? 1 - ( e
(- s in2t)

)
2
,则 0 < K1 < K2 < 2满足条件 ( 4)。

显然 f ( t) = 2sin
2
t + 3sin2t是有界全连续算子,由结论定理 1,微分方程 ( 11)至少有一个解。
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