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一类双曲-抛物型方程的广义解

石兰芳
(南京信息工程大学 数学系,江苏 南京  210044)

摘  要:讨论了一类奇摄动双曲-抛物型方程广义初边值问题, 在适当的条件下, 用 G alerkin方法研

究了广义解的存在性、唯一性,同时得到了解的渐近估计式。
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A Cass of the Generalized Solution ofHyperbolic-Parabolic Equation

SH I Lan-fang
( Departm entofM athem atics, NU IST, Nan jing 210044, Ch ina)

Abstract: The singularly perturbed generalized in itia-l boundary value problem for the hyperbo lic-parabo lic

equation is considered. Under su itable cond itions, the ex istence and uniqueness of its generalized solution

is d iscussed by using Galerkinmethod, and the asympto tic estimat ion of so lution is g iven.
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0 引  言

文献 [ 1-4]研究了双曲-抛物型方程,而本文涉及的是一类双曲-抛物型奇摄动方程的广义解,现讨论如

下一类双曲-抛物型奇摄动方程初边值问题:

E
2
u tt ( x, t ) + ut ( x, t ) + Lu ( x, t) = f ( x, t ),  8 @ ( 0, T ), ( 1)

u( x, t ) = 0,  58 @ [ 0, T ], ( 2)

u( x, 0) = u0 ( x ),  x I �8, ( 3)

ut ( x, 0) = u1 (x ),  x I �8。 ( 4)

其中: E是正的小参数, 8为 R
n
中有界区域, 58为 8的光滑边界, 且 Lu = - E

n

i, j= 1

D i ( a ij ( x, t )D j u ) + c(x, t)。其

中: a ij ( x, t ), c( x, t ) I L
]

( q ) @ [ 0, T ] ,且 E
n

i, j= 1
a ij ( x, t) Ni Nj \ KE

n

i= 1
N
2
i, PNI R

n
,  x I �8, K > 0。

问题 (1) ~ ( 4)的广义问题是指:

E
2
( ud( t), U) + ( uc( t ), U) + a( t, u, U) = (f ( t), U), ( 5)



( u ( 0) - u0, U) = 0,  ( uc(0) - u1, U) = 0。 ( 6)

其中: a( t, u, U) = Q8 E
n

i, j= 1

aij ( x, t )D juD iU+ c( x, t )U dx = (Lu, U)。

  表达式 a( t, u, U)为 Lu有关的共轭双线型形式, 其中 H
1
( 8 ) = { v vI L

2
( 8 ), DvI L

2
( 8 ) }, UI H

1
0 ( 8 )

= { v v I H
1

( 8 ), v
58
= 0}, ( u, v)为定义在 H

1
0 ( 8 )中的内积, 任意 t I [ 0, T ], 记 u( t ): = u(#, t ) I

H
1
0 ( 8 ), f ( t): = f (#, t) I H

1
0 ( 8 )。满足问题 ( 5) ~ ( 6)的解为问题 ( 1) ~ ( 4)的广义解。

1 广义解的存在性和唯一性

首先考虑问题 (1) ~ (4)的退化问题:

ut ( x, t ) + Lu (x, t) = f ( x, t ),  8 @ ( 0, T ), ( 7)

u( x, t) = 0,  58 @ [ 0, T ], ( 8)

u( x, 0) = u0 ( x ),  x I �8。 ( 9)

相应的广义边值问题:

( uc( t), U) + a ( t, u, U) = ( f ( t), U), ( 10)

( u( 0) - u0, U) = 0。 ( 11)

由文献 [ 6]知 ( 10) ~ (11)存在唯一解 U0 ( t ), 其中 U 0 ( t) = U 0 ( # , t)。

本文作如下假设:

[H 1 ] :可分空间 V和H 是两个 H ilbert空间,满足条件 V< H,对 P uI V,存在常数 C使得 |u |[ C + u +,

其中 | |和+ +分别表示H和 V的范数,且 V在 H中稠密,即由 |u | = 0, 得到 +u+ = 0。

[H 2 ] : a ( t, u, U), tI [ 0, T ]满足条件且有 a( # , u, U) I C c( [ a, T ] ), P u, UI V。

[H 3 ] :存在 K, A> 0,使得 a ( t, u, U) + K|U|
2 \A+ U+ 2

, PUI V。

[H 4 ] : f I L
2

( (0, T ), H ), u0 I V, u1I H。

引理 1 在假设 [H 1 ] ~ [H 4 ]下,存在唯一函数 uI L
]

(0, T; H )满足 ucI L
2
( 0, T; H )、udI L

2
( 0, T; Vc)和

方程 ( 5)和 ( 6)。

证明  若 uI L
]

(0. T; V),则 Lu I L
]

( 0, T; Vc),从而 udI L
2
(0, T; Vc)。又 ucI L

]
( 0, T; H ),于是有 u I

C ( [ 0, T ]; H ), u cI C ( [ 0, T ] ; Vc), 这样 u ( 0)和 uc(0)有意义。

由 V的可分性,可取 {w i i= 1, 2, , }< V, w i的有限线性组合的子空间在 V中稠密,又可设 {w i i= 1,

2, , }在H 中标准正交,即 (w i, w j ) = Dij。以下列方式确定m阶近似解 um ( t) = E
m

i= 1
gm iw i, 其中 gmi = gmi ( t)由

下列常微分方程组的 Cauchy问题确定:

E
2
g dmj + g cm j + a ( t, um ( t ), w j ) = E

2
(u dm, w j ) + ( ucm, w j ) + a ( t, um ( t ), w j ) = ( f ( t ), w j ), ( 12)

( gmi ( 0) - Nm i, w i ) = 0, (g cm i (0) - Gm i, w i ) = 0, ( 13)

Nm i和 Gmi作如下选择,使 m y ] 时,

E
m

i= 1
Nmiw i - u0

y 0,  E
m

i= 1
Gm iw i - u1

y 0。

  方程 ( 12)可改写为 E
2
gdmj + g cm j + E

m

i= 1
a ( t, w i, w j ) gm i = (f ( t ), w j ), j = 1, 2, ,, m。这里 gm i的系数

a( t, w i, w j ) I C ( [ 0, T ] ), 自由项 (f ( t), w j ) I L
2
( 0, T )。

由常微分方程组的理论知存在 ( 12)的唯一解 gm i, i= 1, 2, ,, m, 且 gm i I C
1

( [ 0, T ] ), gcm i在 [ 0, T ]绝对

连续。方程 ( 12)乘以 gcmj,对 j从 1至 m求和

E
2
" ( udm, ucm ) + ( ucm, ucm ) + a( t, um ( t), ucm ( t) ) = ( f ( t ), ucm ( t ) )。

在 ( 0, T )上积分,取实部的 2倍,得
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Q
T

0
E
2 d
dt

( ucm, ucm ) dt+ Q
T

0
| ucm ( t ) |

2
dt+ Q

T

0

d
dt

a t, um ( t), um ( t ) dt -

Q
T

0
ac( t, um ( t), um ( t ) ) dt = 2R eQ

T

0
( f ( t ), ucm ( t ) ) dt,

E
2

| ucm (T ) |
2

- E
2

| ucm (0) |
2

+ Q
T

0
| ucm ( t ) |

2
dt + a (T, um (T ), um (T ) ) -

a( 0, um (0), um ( 0) ) - Q
T

0
ac t, um ( t), um ( t ) dt = 2R eQ

T

0
( f ( t ), ucm ( t) ) dt。

利用 a的强制性 (设 K= 0)和 a、ac的有界性,有

E
2

| ucm (T ) |
2

+ A+um (T ) + 2 [

M + um ( 0) + 2
+ | ucm ( t) |

2
+ E

2
| ucm (0) |

2
+ M Q

T

0
+ um ( t ) + 2

dt + Q
T

0
| f ( t) |

2
dt。

利用 G ronw all不等式,并换 T为 t得到不依赖于 m 的常数K 使

E
2

| ucm ( t ) |
2

+ + um ( t) +
2

[ C + um (0) + 2
+ | ucm ( 0) |

2
+ Q

T

0
| f ( t) |

2
dt [ K。 ( 14)

  于是存在子序列 (仍记为 um )满足:当 m y ] 时, um y u,在 L
]

(0, T; V)中弱收敛, um y uc, 在 L
]

(0, T; H )

中弱收敛,现在过渡到极限。

令

C
1

T ( [ 0, T ] ) = { UI C
1
( [ 0, T ] ) U(T ) = 0},

考虑函数:

W= E
N

j= 1
Ujw j, Uj I C

1
T ( [ 0, T ] ), ( 15)

在 ( 12)中取 m > N, ( 12)乘以 Uj,从 1至N求和, 进行分部积分

Q
T

0
[ a( t, um ( t), W) - E

2
( ucm, Wc) - ( um, Wc) ] dt = Q

T

0
(f, W) dt + ( ucm ( 0), W(0) ) + ( um ( 0), W(0) ),

令 m y ] ,得到

Q
T

0
[ a ( t, u, W) - E

2
( u c, Wc) - ( u, Wc) ] dt = Q

T

0
(f, W) dt + (u1, W( 0) ) + ( u0, W( 0) )。

令

7 = { WI L
2
( 0, T; V ) WcI L

2
( 0, T; H ), W(T ) = 0}。

由文献 [ 6]引理 4124知, ( 15)式给出的函数在中 7 稠密,这里在 7 中取范数

+ W+ 2
7 = + W+ 2

L2( 0, T; V) + +Wc+ 2
L 2( 0, T ;H )。

于是对任意 WI 7 ,

Q
T

0
[ a ( t, u, W) - E

2
( u c, Wc) - ( u, Wc) ] dt = Q

T

0
(f, W) dt + (u0, W( 0) ) + ( u1, W( 0) )。 ( 16)

对任意 WI C
]
0 (0, T ), vI V,在 ( 16)中取 W= Uv得

Q
T

0
a ( t, u, U) dt- Q

T

0
f Udt+ E

2 Q
T

0
( - uc) Ucdt + Q

T

0
( - u) Ucdt, v = 0。

由此得:

E
2
( ud, U) + ( uc, U) + a ( t, u, U) = ( f, U), ( 17)

E
2
ud( t) + uc( t) + A ( t) u ( t) = f ( t )。 ( 18)

任取 WI C
1
T ( [ 0, T ] ),方程 ( 18)作对偶积,并在上积分,利用分部积分公式得

Q
T

0
a( t, u, W) dt- Q

T

0
E
2
( uc, Wc) dt - Q

T

0
( u, Wc) dt = Q

T

0
( f, W) dt+ ( u ( 0), W( 0) + ( uc( 0), W( 0) ),

此式与 ( 16)比较得

(u ( 0) - u0, W( 0) ) = 0,  ( uc(0) - u1, W(0) ) = 0。
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对任意 UI V,取

W( t) = Q( t) U,  QI C
]

( [ 0, T ] ),  Q(0) = 1, Q(T ) = 0,

得

( u( 0) - u0, U(0) ) = 0, P UI V。

同理

( uc( 0) - u1, U(0) ) = 0, PUI V。

  于是解的存在性得证,下面证明其唯一性。

设 f = 0, u0 = 0, u1 = 0,要证 u = 0。任取 sI ( 0, T ), 令

U( t) =
- Q

s

t
u( R) dR, t [ s,

0,    t > s。

把这个 U代入 (16),得

Q
s

0
[ a ( t, Uc( t), U( t) ) - E

2
( uc( t), u ( t) ) - ( u( t ), u( t ) ) ] dt = 0,

Q
s

0

d

dt
a t, U( t), U( t) - ac( t, U( t), U( t) ) - E

2 d

dt
( u( t ), u( t) ) dt-

1

2 Q
s

0
| u |

2
dt = 0,

a ( 0, U( 0), U( 0) ) + E
2

(u ( s), u ( s) ) +
1
2 Q

s

0
| u ( t) |

2
dt+ Q

s

0
ac( t, U( t ), U( t ) ) dt = 0。

由 a的强制性和 ac的有界性, 有

+ U(0) + 2
+ | u ( s) |

2 [ c Q
s

0
+U( t) + 2

dt,

令 v = Q
t

0
u ( R) dR, 则

+ v( s) + 2
+ | u ( s) |

2
+

1

2 Q
s

0
| u( t ) |

2
dt [ c Q

s

0
+ v( t) - v ( s) + 2

dt [ 2 c Q
s

0
+ v( t) + 2

dt + 2cs+ v ( s) + 2
,

(1 - 2cs ) + v( s) + 2
+

1
2 Q

s

0
| u ( t) |

2
dt [ 2c Q

s

0
+ v( t ) + 2

dt,

(1 - 2cs ) + v( s) + 2 [ 2c Q
s

0
+ v ( t) + 2

dt。

取 s0 > 0满足 1- 2cs0
=

1
2

,当 0< s[ s0时,

+ v( s) + 2 [ 4c Q
s

0
+ v( t) + 2

dt。

由 Gronw a ll不等式,当 s[ s0时 v( s) = 0从而 u ( s) = 0, s0的大小不依赖于时间起点的选取,故 u在 [ s0, 2s0 ]

上为零,有限步后即得出 u在 [ 0, T ]上为零。

对非零初值 u0 X 0, 类似文献 [ 6]定理 414方法,可证它的唯一性。于是有定理 1。

定理 1 在假设 [H 1 ] ~ [H 4 ]下,对充分小的 E,奇摄动问题 ( 1) ~ ( 4)存在唯一广义解 uI L
]

( 0, T; H ),

且满足估计式

E
2

| uc( t) |
2

|+ + u+ 2 [ C。 ( 19)

2 渐近解的构造

设 u( t, x )为问题 ( 5) ~ (6)的广义解, 作伸长变量的变换: S =
t

E
2, 并设

u ( x, t ) = U0 (x, t) + E
]

n = 1

( Un ( x, t ) + Vn- 1 ( x, S) E
n
,

记 Un ( t): = Un (x, t) I H
1
0 (8 ), Vn (S): = Vn ( x, S), n = 1, 2, ,。其中: U0 ( t)为广义退化问题 ( 10)和 ( 11)的
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解, U = U0 ( t ) + E
N

n = 1
Un ( t )为外部解, V= E

N

n= 1
V

n- 1
( t) E

n
为初始层校正函数,它们分别满足:

( Ucn ( t), U) + a ( t, Un ( t ), U) =

( f ( t ), U),    n = 0,

0,       n = 1,

( - Udn- 2 ( t ), U), 2 [ n [ N,

( 20)

( Un ( 0) - Un, U) = 0,     n = 0, 1, ( 21)

( Un ( 0) + Vn- 1 ( 0), U) = 0,   2 [ n [ N, ( 22)

和

( Vdn ( S), U) + ( Vcn (S), U) =
0,      n = 0, 1,

- a ( t, Vn- 2 (S), U), 2 [ n [ N - 1,
( 23)

( Vcn ( 0) - U1 ( 0), U) = 0,    n = 0, ( 24)

( Vcn ( 0) + Ucn- 1 ( 0), U) = 0,  1 [ n [ N - 1。 ( 25)

3 余项估计

设 u( x, t) = U 0 (x, t) + E
N

n= 1
[ Un (x, t) + Vn-1 (x, S) ] E

n
+ R ( x, t), 其中 R (x, t)为余项,下面给出余项的

先验估计。

令 �u( x, t) = U 0 (x, t) + E
N

n= 1

[ Un (x, t) + Vn-1 (x, S) ] E
n
, 则 R (x, t) = u( x, t ) - �u ( x, t),由 ( 20) ~ ( 25)及

形式解的构造过程,有

E
2
(R d( t ), U) + (R c( t), U) + a ( t, R (T ), U) = ( - P ( t), U), ( 26)

(R ( 0) - R0, U) = 0, ( 27)

(R c(0) - R 1, U) = 0。 ( 28)

其中: P ( t ) = UdN - 1 ( t )E
N + 1

+ UdN ( t) E
N+ 2

+ a ( t, VN ( S), U) E
N +1

+ a ( t, VN + 1 (S), U)E
N + 2

, R 0 = - VN ( 0) E
N +1

-

VN + 1 ( 0)E
N + 2

, R1 = 0。

把 ( 14)式应用到 R ( t),有

E
2

| R c( t) |
2

+ +R ( t) + 2 [ C +R ( 0) + 2
+ | R c(0) |

2
+ Q

T

0
| P ( t) |

2
dt ,

所以 +R ( t) + = O ( E
N +1

), 0 < E n 1。

于是得到定理 2。

定理 2 在假设 [H 1 ] ~ [H 4 ]下,对充分小的 E,奇摄动问题 ( 1) ~ ( 4)存在唯一广义解 uI L
]

( 0, T; H ),

且具有如下的形式渐近式:

u( x, t ) = U0 (x, t) + E
N

n = 1
[ Un ( x, t) + Vn- 1 (x, t) ] E

n
+ O ( E

N+ 1
),  0 < En 1,

且满足 u (x, t) - U0 (x, t) - E
N

n = 1

[ Un ( x, t ) + Vn- 1 ( x, t) ] E
n

= O ( E
N+ 1

),  0 < En 1。
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