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非共振二阶椭圆型方程解的存在唯一性
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摘  要:利用 Ga lerk in逼近方法和 m in imax原理, 证明了非线性非共振椭圆型方程弱

解的存在唯一性。
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非共振问题一直是微分方程研究的热点之一, 其存在唯一性的研究方法有变分方法、全局

同胚方法、算子半群方法等。其中,对全局同胚方法的研究较多,但大部分应用于常微分方程,

国内外学者
[ 1-5]
在这方面作了很多贡献。邵荣等

[ 6 ]
用其研究了一类二阶半线性椭圆型方程边

值问题,并得出了某些条件下解的存在性。关于变分方法, 1975年, Lazer等
[ 7 ]
发展了 m in imax

原理, 并将之应用于一类非线性椭圆型方程, 得出了存在唯一性结果。后来又出现了 m in imax

原理的非变分形式
[ 8-9]

,并用其解决了不少问题。关于满足非共振条件的偏微分方程组 L u +

G̈ ( u ) = f的 D irich let问题, B ates等
[ 10]
对 L是波动算子的情况进行了讨论, 利用 Ga lerk in逼

近方法和 m in imax原理证明了其弱解存在且唯一。Ahmad
[ 11]
和 Lazer

[ 12]
分别证明了类似的二

阶常微分方程组解的存在性和唯一性。

本文研究了如下问题弱解的存在唯一性

- $u + G̈ ( u ) = f (x, y ),   ( x, y ) I 8 = ( 0, P) @ ( 0, P);

u( x, y ) = 0,         (x, y ) I 58。
(1)

其中 $为 Laplace算子 $ = 52 /5x2 + 52 /5y2, R ($)表示具有 D irich let边界条件的 Lap lace算子

$: D ( $) < ( L2 ( 8 ) )
n y (L2 (8 ) )

n
的值域。G: R

n y R为 C
2
中的函数, f: �8 y R

n
为连续函数。

假设存在两个 n @n的实对称矩阵 A[ B,并各有特征值 A1 [ A2 [ , [ An和 B1 [ B2 [

, [ Bn ,使得

G
n

i= 1
[Ai, Bi ] H { - k

2
- l

2
; k, l I - } = Á , (2)

A [ (52G ( u ) /5u i5u j ) [ B, (3)

对所有 u I R
n
成立,则称之为非共振条件。

本文用文献 [ 10]中的方法研究了二阶椭圆型方程组。首先, 运用 Ga lerk in逼近方法在每



个有限维的步上, 应用文献 [ 7]中的 m inim ax原理,证明了近似解的存在唯一性; 然后由条件

( 3)给出近似解在 (L2 ( 8 ) )
n
中的先验估计, 由此推出具有 D irichlet边界条件的算子 $在

R ($)上有一个紧逆,即存在 u I R ($) ; 最后证明了 u在弱的意义下满足方程组 ( 1), 且其是

唯一的。此外,文献 [ 10]中有关泛函 J为 C
2
的部分不严密,本文补充了这部分证明。

这里用的方法稍作修改,即可用于其他边界 (N eumann, 周期,混合等 )条件。

1 记号和主要引理

令 { a i; i = 1, ,, n }和 { bi; i = 1, ,, n} 是 R
n
中的标准正交基, 使得

Aa i = Aia i,  B bi = Bibi;   i = 1, ,, n。 (4)

用 <kl: �8 y R表示由 <kl (x, y ) = ( 2 /P) sinkx sinly定义的函数, 显然 {<kl; k, l I - }是 L2 ( 8 )

中的标准正交系。

对每个正整数N ,定义

6N = E
i, k, l

Likl <k lbi; 1 [ i [ n, - k
2
- l

2
> Bi, k

2 [ N, l
2 [ N, Likl I R ,

4N = E
i, k, l

Likl <k lbi; 1 [ i [ n, - k
2
- l

2
< Bi, k

2 [ N, l
2 [ N, Likl I R ,

&N = E
i, k, l

Likl <k la i; 1 [ i [ n, - k
2
- l

2
< Ai, k

2 [ N, l
2 [ N, Likl I R ,

%N = E
k, l

ckl<kl; k
2 [ N, l

2 [ N, ckl I R
n 。

(5)

因为 - k
2
- l

2 X Bi ,显然 6N © 4N = %N 且 G
]

N = 1
%N在 ( L2 ( 8 ) )

n
中稠密。

证明本文结论需要文献 [ 7]中的主要结果:

引理 1 令 j是一个 H ilbert空间 ' 上的 C
2
泛函,对每个 u I ' , ¨j( u )和 D

2
j( u )表示 j

在 u处的梯度和 H essian矩阵。设 6和 &是 ' 上的闭子空间 (不必正交 ) , 使得 6是有限维

的,且 ' = 6 © &。若存在常数 m 1、m 2 > 0, 使得对所有的 u I '、w I &、vI 6,

3D 2
j( u )w, w 4 \m 1+w+ 2

,

3D
2
j ( u) v, v4[ - m 2 + v+

2
。

则存在唯一的 u0 I ' ,使得 ¨j (u0 ) = 0和 j( u0 ) = max
xI 6

m in
yI &

j( x + y )。在这里,内积符号 3, 4

解释为 Banach空间 B和它的共轭空间 B
*
间的对偶。

定义泛函 J: ( '
1
0 ( 8 ) )

n y R为

J ( u ) = Q8 { [ ( 5u /5x, 5u /5x ) + ( 5u /5y, 5u /5y ) ] /2 + G ( u ) - ( f, u ) }。 (6)

其中 (, )表示 R
n
中通常的内积。

令 3, 40和+ + 0分别表示 ( L2 ( 8 ) )
n
空间中通常的内积和范数, 令3, 41和 + + 1分别表示

( '
1

0 (8 ) )
n

空间中的内积 3u, v41 = Q8 [ ( 5u /5x, 5v /5x ) + (5u /5y, 5v /5y ) ] 和范数 + v+ 1

2
=

Q8 ( | 5v /5x |
2
+ | 5v /5y | 2 )。

引理 2 J ( u )是 ( '
1
0 (8 ) )

n
上的 C

2
泛函。

证明  显然 v c > 0, 使得 + u+ 0 [ c+ u+ 1。 ( 7)

固定 u, 对 P v I ( '
1
0 ( 8 ) )

n
,
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3̈ J ( u ), v41 =
d

dt
J ( u + tv)

t= 0

= Q8 5( u + tv)
5x ,

5v
5x +

5( u + tv)
5y ,

5v
5y

+ (¨G ( u + tv), v) - ( f, v)
t= 0

= Q8 5u
5x
,
5v
5x

+
5u
5y
,
5v
5y

+ ( G̈ ( u ), v) - ( f, v) 。

显然, 由分部积分可得

J̈ ( u ) = - $u + G̈ ( u) - f。 (8)

固定 u, 对 Pw, v I ( '
1
0 ( 8 ) )

n
,

3D 2
J ( u)w, v41 =

d
dt

3̈ J ( u + tw ), v41
t= 0

= Q8 d

dt
5( u + tw )

5x
,
5v
5x

+
5(u + tw )

5y
,
5v
5y

+

( G̈ ( u + tw ), v) - (f, v)
t= 0

= Q8 { [ ( 5w /5x, 5v /5x ) + ( 5w /5y, 5v /5y ) ] +

( ( 52G ( u ) /5u i5uj )w, v) }。 (9)

显然

3D 2
J ( u )w, w 41 = Q8 { [ | 5w /5x |

2
+ | 5w /5y |

2
] + ( (52G ( u) /5u i5u j )w, w ) }。 ( 10)

因此, J有二阶 G ateaux微分,若 D
2
J ( u)关于 u连续,则 D

2
J是二阶 Frechet导算子。

事实上,若 D
2
J ( u)关于 u不连续, 则存在 E> 0和 ( '

1
0 ( 8 ) )

n
中的序列 { un }

]
1 , 使得对

uI ( '
1
0 (8 ) )

n
,有 lim

ny ]
+ u - un + 1 = 0,但

+D
2
J ( u) - D

2
J ( un ) + > E。 ( 11)

所以存在序列 {wn }
]
1 , 使得 +w n + 1 = 1, 且 +D

2
J ( u )w n - D

2
J ( un )wn + 1 > E, 由此推出存在

序列 { vn }
]
1 ,使得 + vn + 1 = 1,且

3D 2
J ( u )wn, vn 41 - 3D 2

J ( un )w n, vn 41 > E。 ( 12)

  不妨设 {wn }
]
1 , { vn }

]
1 在 ( '

1
0 (8 ) )

n
中各自弱收敛于 w 和 v。所以当 n y ] 时,

+w - w n + 0 y 0, + v- vn + 0 y 0。由 ( 7)式和 ( 11)式,当 n y ] 时, + u - un + 0 y 0,即 { un }
]
1

几乎处处收敛于 u。

由 ( 3)式和 ( 9)式, 有

3D 2
J ( u )wn, vn 41 - 3D 2

J ( un )w n, vn 41

= Q8 [ ( (52G ( u ) /5u i5u j )w n, vn ) - ( (52G (un ) /5ui 5u j )w n, vn ) ]

= Q8 ( (52G ( u) /5ui 5u j - 52G ( un ) /5u i5uj ) (w n - w ), vn ) +

Q8 ( (52G ( u) /5ui 5u j - 52G ( un ) /5u i5uj )w, vn )

[ 2+B+ +w n - w + 0+ vn + 0 + Q8 + 52G ( u) /5u i5u j -

52G ( un ) /5u i5uj +
2
| w |

2

1
2

+ vn + 0。
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显然, 第 1项趋于 0,由52G ( u) /5ui 5u j的连续性和 Lebesgue控制收敛定理, 第 2项趋于 0。这

与 ( 12)式矛盾,所以 J有二阶连续的 Frechet导算子,即 J是 C
2
类泛函, 证毕。

用 JN 表示 J在 %N 上的限制,则对所有的 u, vI %N ,有

3̈ JN ( u ), v41 = Q8 5u
5x
,
5v
5x

+
5u
5y
,
5v
5y

+ ( G̈ ( u ), v ) - ( f, v ) 。

对所有的 u, w, vI %N , 有

3D 2
JN ( u )w, v41 = Q8 { [ (5w /5x, 5v /5x ) + ( 5w /5y, 5v /5y ) ] + ( ( 52G ( u ) /5u i5uj )w, v) }。

  引理 3 对每一个正整数 N ,存在唯一的 uN I %N ,使得

¨JN ( uN ) = 0和 JN ( uN ) = max
xI 6N

m in
zI ZN

J (x + z)。

  证明  固定 uI %N ,则对每一个 w = E
i, k, l

Lik l<klai I &N , 有

3D 2
JN ( u)w, w41 = Q8 { [ | 5w /5x |

2
+ | 5w /5y |

2
] + ( (52G ( u) /5ui 5u j )w, w ) }

\ Q8 { [ | 5w /5x |
2
+ | 5w /5y |

2
] + (Aw, w ) }

= E
i, k, l

( k
2
+ l

2
+ Ai ) Lik l

2 \m 1 +w + 2
0。 ( 13)

其中 m 1 = m in{ k
2
+ l

2
+ Ai; 1 [ i [ n, l, k I - , k

2
+ l

2
+ Ai > 0}。

类似地,对 v I 6N ,

3D 2
JN (u ) v, v41 [ E

i, k, l

( k
2
+ l

2
+ Bi ) Lik l

2 [ - m 2 + v+ 2
0。 ( 14)

其中 m 2 = m in{ - k
2
- l

2
- Bi; 1 [ i [ n, l, k I - , k

2
+ l

2
+ Bi < 0}。

由此可知, 6N H &N = { 0} ,容易看出 d im&N = d im4N , 所以 %N = 6N © &N 。因此由引

理 2, ( 13)式和 ( 14)式,应用引理 1即可,证毕。

而由 ( 8)式知,存在唯一的 uN I %N ,使得 - $uN + G̈ ( uN ) - f = 0。

2 主要定理

本文主要结论为

定理 1 如果 ( 2)式和 ( 3)式成立,则方程 ( 1)存在唯一的弱解,且此弱解属于 ( '
1
0 ( 8 ) )

n
。

证明  记 uN = u
1

N + u
2

N ,且 u
1

N I 6N , u
2

N I &N , 由引理 3有

0 = 3 J̈N ( uN ), u
1
N - u

2
N 41

= Q8 ( 5u1N /5x, 5u1N /5x ) + ( 5u1
N /5y, 5u

1
N /5y ) - ( 5u2

N /5x, 5u2N /5x ) - ( 5u2
N /5y, 5u2

N /5y ) +

Q
1

0
( 52G ( suN ) /5u i5uj ) uN ds, ( u

1
N - u

2
N ) - (f, u

1
N - u

2
N )

[ Q8 { ( 5u1N /5x, 5u1N /5x ) + ( 5u1
N /5y, 5u

1
N /5y ) - ( 5u2

N /5x, 5u2N /5x ) - ( 5u2
N /5y, 5u2

N /5y ) +

(BuN , u
1

N - u
2

N ) + + f+ 0 ( + u
1

N + 0 + + u
2

N + 0 ) }

[ Q8 { ( 5u1N /5x, 5u1N /5x ) + ( 5u1
N /5y, 5u

1
N /5y ) - ( 5u2

N /5x, 5u2N /5x ) - ( 5u2
N /5y, 5u2

N /5y ) +

(Bu
1
N , u

1
N ) - (Au

2
N , u

2
N ) + + f + 0 (+ u

1
N + 0 + + u

2
N + 0 ) }

[ - m 2 +u
1
N + 2

0 - m 1+ u
2
N + 2

0 + + f+ 0 ( + u
1
N + 0 + + u

2
N + 0 )。 ( 15)
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其中 m 1、m 2同引理 3。因为 m 1、m 2 是正的, 且关于 N 独立, 不等式 ( 15)证明了 { uN }N 在

(L2 (8 ) )
n
中有界。

由上知,对每一个 hI R ($), 存在唯一的 u是方程

$u = h,   u I 8

u |58 = 0

的一个非零弱解,且 u I ( '
1
0 (8 ) )

n
并存在常数 c> 0, 使得

+ u+ 1 [ c+ h+ 0。 ( 16)

令 QN 表示在 %N HR ( $)上的正交投影,由引理 3有,在 8中, $uN = - QN (f - G̈N (u ) ) ;在

58上, uN = 0。所以由 ( 16)式有

+ uN + 1 [ c + f+ 0 + Q
1

0
(52G ( suN ) /5u i5uj ) uN ds

0

[ c(+ f+ 0 + sup{ | Ai | + uN + 0, | Bi | + uN + 0; i = 1, ,, n, N = 1, 2, , } )

S K。 ( 17)

  因此 { uN }N 在 ( '
1
0 ( 8 ) )

n
中有界, 令 { uN j

} j弱收敛到 u0, 则 u0是方程 ( 1)的弱解。事实

上,令 <: 8yR
n
为 8中有紧支集的任意 C

]
函数, <j是 <在 %N

j
上的正交投影。因为 G

]

j= 1
%N

j
在

(L2 ( 8 ) )
n
中稠密, 所以在 ( L 2 ( 8 ) )

n
中, <j y <, $<j y $<。因此应用引理 3, 有

3 J̈ ( uN j
), <j 4= 0, 所以

Q8 { (- $u0, < ) + ( G̈ ( u0 ), < ) - (f, < ) }

= Q8 { ( u0, - $(< - <j ) ) + ( G̈ ( u0 ), < - <j ) - ( f, < - <j ) + ( u0, - $<j ) +

( G̈ (u0 ), <j ) - ( f, <j ) - ( uN j
, - $<j ) - ( G̈ ( uN j

), <j ) + (f, <j ) }

= Q8 { ( u0, - $(< - <j ) ) + ( G̈ ( u0 ), < - <j ) - ( f, < - <j ) +

( u0 - uN j
, - $<j ) + ( G̈ ( u0 ) - ¨G ( uN j

), <j ) }。 ( 18)

显然当 j趋向于 ] 时,等式右边趋向于 0。因此,根据弱解的定义,由以上构造得出, u0是方程

( 1)的弱解, 且属于 ( '
1
0 ( 8 ) )

n
,这证明了定理的存在性部分。

最后,证明方程 ( 1)最多有一个弱解。假设 u
1
和 u

2
是两个这样的解。对 i = 1, 2, 令 u

i

N

= x
i

N + z
i

N是 u
i
在 %N上的投影,其中 x

i

N I 6N和 z
i

N I &N 。令 vN = x
1
N - x

2
N , wN = z

1
N - z

2
N , 则

有

0 = 3̈ J ( u
1
), vN - wN 41 - 3 J̈ ( u

2
), vN - wN 41

= Q8 ( u
1
- u

2
, - $( vN - wN ) ) +

Q
1

0
(52G ( u

2
+ s( u

1
- u

2
) ) /5ui 5u j ) ( u

1
- u

2
) ds, vN - wN

= Q8 ( vN + wN , - $( vN - wN ) ) +

Q
1

0
(52G ( u

2
+ s( u

1
- u

2
) ) /5ui 5u j ) ( vN + wN ) ds, vN - wN +

Q
1

0
(52G ( u

2
+ s( u

1
- u

2
) ) /5ui 5u j ) ( u

1
- u

1
N + u

2
N - u

2
) ds, vN - wN
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[ Q8 { (- $vN + BvN , vN ) - ( - $wN + AwN , wN ) } + c(+ u
1
- u

1
N + 0 + + u

2
- u

2
N + 0 )

[ - m 2 + vN + 2
0 - m 1 +wN + 2

0 + c( + u
1
- u

1
N + 0 + + u

2
- u

2
N + 0 )。 ( 19)

因此, 当N y ] 时, vN和 wN 趋向于 0,即 x
1
N = x

2
N , z

1
N = z

2
N ,所以 u

1
N = u

2
N ,令 Ny ] ,则u

1
= u

2
。

这是定理的唯一性部分,证毕。
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Existence and Uniqueness for a

Second Order E lliptic System without Resonance

XU Jing-jing,  ZHOU W e-i can,  GUAN Yuan-hong
( Departm en t ofMathem atics, NU IST, Nan jing 210044, Ch ina)

Abstract:W ith Galerkin approx im ation procedure andm inim ax princ iple, the ex istence and un ique-

ness for thew eak so lut ion of a nonlinear e lliptic system w ithou t resonance is proved.

Key words: non linear e lliptic system; w eak so lution; G alerk in approx imation procedure; m in imax

pr inciple; critical po int
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