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连续 Domain的一个刻划

周立涛
(南京气象学院 数学系,江苏 南京　210044)

摘　要:弱逼近元在完备格中有许多重要的性质, 对于刻划连续格、完全分配格起着

重要的作用。在 Domain中引入弱逼近元的概念,研究了弱逼近元的一个重要性质,

从而得到连续 Domain 的一个充要条件。最后, 以 Scot t 开滤子为基础,得到了连续

Domain 的一个刻划定理。
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Domain 是现代计算机专家与格上拓扑学学者十分关心的数学结构, Domain 理论与计算

机科学有着密切的联系,它是研究理论计算机的一个重要工具。由于 Domain 理论容易与代数

格、完全分配格以及 Scot t 拓扑、Law son 拓扑等联系起来,因此, 它在范畴论、Topos 理论、拓

扑代数及模糊数学领域有着十分广泛的应用。逼近关系作为Domain理论中的一个重要结构,

具有很多实际意义。文献[ 1]利用逼近关系给出了连续格的一个刻划,并应用到完全分配格上。

受到文献[ 1]的启发,在 Domain中引入弱逼近元的概念,讨论了它在 Domain 中的性质以及对

Domain连续性的刻划。最后,基于Scot t 开滤子,得到连续Domain的一个刻划定理。从而推广

了文献[ 1]的结果。

设( P, ≤)是偏序集, SA P , a∈P ,规定↑a= { x∈P : a≤x } ,↑S = ∪{↑a: a∈S } , 当 S =

↑S 时,称 S 为上集。

设( P ,≤)是偏序集, AA P。若A≠Á ,并且对任意 a, b∈A ,存在 c∈A ,使得a≤c且 b≤c,

则称 A 是 P 的定向子集。若A 的上确界存在,则称为A 的定向并,记作∨
↑
A。对任意a, b∈A ,

存在 c∈A ,使得 c≤a且 c≤b, 则称 A 是 P 的滤子化子集。若 A 是滤子化的上集,则称A 是 P

的滤子。

设( P, ≤)是偏序集。若对于 P 的任意定向子集 A 有上确界∨↑A ,则称 P 为定向完备偏

序集,记作 dcpo。

设 D 为dcpo, x , y∈D。若对于D 的任意定向子集A ,且 y≤∨
↑
A ,存在a∈A ,使得 x≤a,

则称 x 逼近于 y , 记作 xn y ,规定T x= { y∈D : yn x } , Q x= { y∈D : x n y }。

定义1
[ 2]　设D 为 dcpo ,称 D 为连续的, 若( 1)对任意 x∈D , T x 是 D中的定向集; ( 2)对



任意 x∈D , x = ∨
↑T x。则连续的dcpo 称为连续 Domain。

定义 2　设 D 为 dcpo , x∈D称为弱逼近元, 若T x 为定向集且 x= ∨
↑T x。

令 B ( D )表示D 的全体弱逼近元的集。

设 D 为 dcpo ,则 D 是连续Domain 当且仅当对任意 x∈D , x 为弱逼近元。

设 D 为dcpo,称 D 上的关系n 满足插入条件,若an b, a, b∈D ,则存在 c∈D , 使得 an cn
b。

定理 1　设 D 为 dcpo ,对任意 x∈D , T x 是 D 中的定向集, 且关系n 满足插入条件,则对

任意 x∈D , 存在唯一的弱逼近元 B ( x ) , 满足以下条件:

( 1) T B ( x ) = T x ;

( 2)对任意 y∈D ,若T y= T x , 则 y≥B( x )。

证明　对任意 x∈D , 令 B ( x ) = ∨
↑T x。现证明 B ( x )满足条件( 1)、( 2) , 且 B ( x )∈

B( D )。

由 B ( x )≤x 知, T B ( x ) A T x ,设 a∈T x , 由n 满足插入条件知,存在 b∈D ,使得 an bn
x , 由定义 2得, b≤B ( x ) = ∨

↑T x ,再由 an b知, an B ( x ) ,从而, T x A T B ( x ) , 所以T B ( x )

= T x。即B ( x )满足条件( 1)。设T y= T x ,则 y≥∨
↑T y= ∨

↑T x= B( x )。即 B( x )满足条

件( 2)。从而定理得证。

定理 2　设 D 为 dcpo ,对任意 x∈D , T x 是 D 中的定向集, 则 D 为连续 Domain当且仅

当 D 满足条件:

( 1)关系n 满足插入条件;

( 2) x , y∈D , x≠y ] T x≠T y。

证明　必要性显然。

充分性, 设 D 满足条件( 1)、( 2) ,由定理 1知, 对任意 x∈D ,存在唯一的弱逼近元 B( x ) ,

使得T B ( x ) = T x ,由条件( 2)知, x= B ( x ) ,从而 D 中的任一元都是弱逼近元,由定义 2得, D

为连续 Domain。

定义 3
[ 3]
　设D 为dcpo, AA D。若 A 是上集且对于D 的任意定向子集S ,当∨

↑
S∈A 时,

有 S∩A≠Á ,则称A 是 Scot t 开集。

定义 4　设 D 为 dcpo, 5 A 2D 是 D 的一族滤子化集的集族, 5 称为强分离 D 的点,如果

a, b∈D , aK b, 就存在A∈5 ,使得, a∈A ,且存在 A 的极大下界 x 使 x K b。

定理 3　设 D 为 dcpo ,对任意 x∈D , T x 是 D 的定向集, 则 D 为连续 Domain 当且仅当

D 中的 Sco tt 开滤子强分离 D 的点。

证明　必要性,设 D 为连续 Domain, a, b∈D , aK b,则存在 c∈D , cn a, cK b, 又 D 为连续

Domain, 则关系n 满足插入条件, 故存在 x 1∈D , cn x 1n a。同理,存在 x 2∈D , cn x 2n x 1, ⋯,

这样下去,得到一列{ x n} , 满足: cn x n+ 1n x nn ⋯n a, n= 1, 2,⋯, 令 V = ∪{Q x n: n∈N} ,则易

证, V 是一个 Scot t 开滤子, 且由佐思引理( Zor n’s Lemma) , V 有一个极大下界 mc≥cK b, a∈

V ,所以 Sco t t开滤子强分离D 的点。

充分性,设 D 满足条件, a, b∈D , aK b,由已知得,存在 Sco tt 开滤子 V∈R( D ) , 且 V 有一

个极大下界 x ,使得 a∈V , xK b,这时有 xn a,事实上, 设AA D 为任一非空定向集, a≤∨
↑
A ,

由 a∈V , V= ↑V 知,∨↑A∈V ,从而由 Scot t 开集的定义知, A∩V≠Á 。取 d∈A∩V , 则d≥

x ,所以 xn a,由 a与 b 的任意性知, b= ∨
↑T b。故 D为连续 Domain。
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A Characterization of Continuous Domains
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Abstract: The w eak approx imat ing elements of complete lat t ices have a few signif icant

pr opert ies, and play an important ro le in the characterizat ions of cont inuous lat tices and

completely dist ribut ive lat t ices. In this paper , the concept of w eak approx imating elements is

int roduced and an impo rtant pr operty o f w eak appr ox imating elements is studied, then a

suf ficient condit ion of cont inuous domain is obtained. At last , a characterizat ion of cont inuous

domains is given by means of the Sco tt open f ilters.
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