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非线性平流方程计算稳定性对初值的依赖性研究

朱杰顺,　周伟灿
(南京气象学院 数学系,江苏 南京　210044)

摘　要: 对一维平流方程向前差格式的一个计算不稳定特例进行了讨论,给出了四个

命题, 并得出结论: 在一定的条件下, 可以对初值稍加改变, 使其在 x 轴一侧分布而

达到计算稳定,从而改进并修正了已有的相关结论。
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自 Phillips
[ 1]
在正压涡度方程的数值求解中首先发现非线性计算不稳定性后, 国内外诸多

学者对此展开了研究,并提出了一些计算稳定性较好的计算格式。Lilly
[ 2]
和 Arakawa

[ 3]
分别提

出了 Lil ly 格式和 A rakaw a 格式,这两种格式具有瞬时能量守衡性,稳定性较好, 因而在数值

预报中得到过广泛的应用。曾庆存等
[ 4]
和季仲贞等

[ 5-6]
提出了“隐式完全能量守衡差分方法”和

“显式完全能量守衡差分方法”,随着计算条件的不断改进, 相信它们会在实际应用中得到检

验。与此同时,曾庆存等[ 7-8]指出计算稳定性和差分算子能量守衡性紧密相关,对不满足差分算

子能量守衡性的差分格式总能举出计算不稳定的特例。近年来,林万涛等 [ 9-10]利用Hirt 启示性

判别法给出了各种格式计算稳定性的必要条件。另外,对于那些计算不稳定的特例曾有人尝试

寻找使其变为稳定的方法。Fornberg [ 11]在研究一维非线性平流方程的 leap-fro g 格式和

Crank-Nico lson 格式计算稳定性时,通过数值试验发现当初分布在零值附近摆动时易出现计

算不稳定,因而提出对自变量作一变换,使解“远离”零值,以达到计算稳定。而文献[ 12]曾尝试

改进文献[ 11]的结论,对文献[ 7]中所举一维平流方程的 leap-fro g 格式和向前差格式计算的

不稳定特例进行了研究,提出对于该特例将初分布稍加改变, 使其在 x 轴一侧分布就能达到

计算稳定的目的。本文继续了这方面的工作,得出了几个有益的结论。

1　命题介绍与讨论

一维非线性平流方程
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给出( 1)式的向前差分格式
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其中 S, h 分别为计算所用时间和空间网格步长。
文献[ 7]给出了( 2)式的一个计算不稳定的特例,不妨写为引理。

引理　任给 E0> 0, ( 2)式对初条件

{u0
j } = {⋯, 0, E0, - E0 , 0, E0 , - E0, 0,⋯}。 ( 3)

是计算不稳定的。

引理的证明见文献[ 7, 12]。

对这个不稳定的特例, 文献[ 12]提出了一个使其计算变得稳定的方法,并给出了两个不太

严格的定理。下面对这个特例给出四个相对较严格的命题,记为定理 1～定理 4。

定理 1　任给 E0> 0, a< E0 ( a> 0) ,则( 2)式对初分布

{u0
j } = {⋯, 0, a + E0, a - E0 , 0, a + E0, a - E0 , 0, ⋯}。 ( 4)

计算不稳定。

定理 2　任给 E0: 0< 2KE0< 1, 对于任意 a: E0≤a≤
1
2K, ( 2)式对初分布( 4)计算稳定。

定理 3　任给 a: 0< a<
1
2K,P E0 : - a≤E0≤a, ( 2)式对于初分布( 4)计算稳定。

推论　任给 E0 : 0< 2KE0< 1,对于任意 a: -
1
2K≤a≤- E0, ( 2)式对初分布( 4)计算稳定。

定理 4　任给 a: 当aK> 3, 总存在 0< E0< a,使( 2)式对初分布( 4)计算不稳定。

讨论如下:

( 1)定理 1说明对于初分布( 4)式, 在 a> 0的前提下( 2)式稳定的必要条件是: a≥E0 ,即初
分布在 x 轴的一侧。但是要强调的是 a≥E0并不是计算稳定的充要条件,可以举出反例说明这

一点:令 K= 0. 5, a= 5, E0= 1。

事实上, 由下文的 ( 14)式可得 u
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易证: n→∞时, u
n+ 1
j
1
→+ ∞。

另外,定理 4可算是对这一点的理论说明。

( 2)定理 2、定理 3推论实际上是对文献[ 12]中定理 1、定理 3的修正,它们给出了计算稳

定的一个充分而非必要条件,可以看出对于满足条件的 E0是不多的。另外,对定理 2还可以进

一步证明: E0≠a时, En→- a ( n→+ ∞) ; E0= a时, En≡a。

2　定理证明

为了下文的表述简洁, 先作如下推导。

( 2)式可写为

u
n+ 1
j = u

n
j - Kun

j ( un
j+ 1 - u

n
j - 1)。 ( 5)

其中 K= S
2h

, K> 0(下文同)。

对于( 4)式截取如下一段
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u在( nS, j ih)点的值记为 u
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那么易于得到
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其中

En+ 1 = En - K( a2 - E2n )　( n = 0, 1, 2,⋯)。 ( 10)

由( 8) + ( 9)得
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则( 8) , ( 9)可化为
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式中n= 0, 1, 2⋯。

2. 1　定理 1证明

由( 10)式知 En+ 1 + a = ( En + a) [ 1 + K( En - a) ] ,又 E0 > a > 0, 则可得E1> a。由归纳法

得 En+ 1 > En > ⋯ > E0 > a ,所以

En+ 1 + a > ( En + a) [ 1 + K( E0 - a) ] > ⋯ > ( E0 + a) [ 1 + K( E0 - a) ] n。

所以

En+ 1→+ ∞( n →+ ∞)。

定理 1证毕。

2. 2　定理 2证明

由( 8)～( 10)式知,只要讨论 En+ 1的有界性。

由( 10)式得

En+ 1 + a = ( En + a) [ 1 + K( En - a) ]。

其中n= 0, 1, 2,⋯。又 E0< a<
1
2K, 所以

- a≤ E1≤ E0 ≤a。

　　由归纳法知: n= k 时,

- a≤ Ek ≤ Ek- 1≤⋯≤ E0 ≤a。

　　当 n= k+ 1时,易知 0≤ 1 + K( Ek - a) < 1 ,故 0≤Ek+ 1 + a≤ Ek + a , 所以 - a≤ Ek+ 1

≤ Ek ≤⋯≤ E0≤ a ,则 ûEnû≤ a。定理 2证毕。

2. 3　定理 3证明

与定理 2的证明类似, 略去。另外,其推论也易验证。

2. 4　定理 4证明

不妨取 E0= a
2
,则由( 12)式易得
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易证aK> 3时, u
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由归纳法易于证明
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由( 14)、( 15)式可知
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显然u
n+ 1
j
1 →+ ∞( n→+ ∞)。定理 4证毕。

3　结　论

文献[ 11]中指出, 当初分布在零值附近摆动时易出现计算不稳定,并且通过数值试验进行

了验证。而从本文定理 1可以看到如果初分布( 6)分布在 x 轴两侧,不管一侧的值如何之小,格

式( 2)总是计算不稳定的。

文献[ 11]中对这种计算不稳定提出的解决办法就是对自变量作一变换, 使解远离零值。而

本文结合文献[ 12]的思想提出在有些情况下只要通过将初值移至 x 轴的一侧,就能保证计算

稳定,而不必远离零值,从这个角度看可以说改进了文献[ 11]的结论。

另外,本文实际上也说明了非线性差分格式的稳定性和问题的初分布有关。然而,从本文

可以看出这样的方法还存在很多缺陷:首先,不是所有的形如初分布( 6)的问题, 格式( 2)都稳

定,并且满足定理充分条件极为苛刻; 其次,如何从满足初分布( 6)的解推出满足初分布( 4)的

解并不太容易,还有待进一步研究。

最后需要说明的是,对比文中定理 1与文献[ 12]可知,文献[ 12]把计算稳定性的必要条件

当成了充分条件, 实际上是不符合事实的。
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Dependence of Computational Stability of

Nonlinear Advection Equation on the Initial Value

ZHU Jie-shun,　ZHOU Wei-can
( Departm ent of Mathem at ics , NIM , Nanjing　210044, Chin a)

Abstract: A computat ional instability case of 1-D nonlinear advect ion equat ion w ith a time-

fo rw ard dif ferent ial format is investig ated. Four prepositions are put for ward and conclusions

are given. U nder certain cir cumstance, the computat ion o f the different ial equat ion becomes

fr om instable to stable just by making the init ial value only locate at one side of the x ax is

thr ough a subt le modif icat ion on it . The results improve and corr ect the r elevant conclusions

existed.

Key words : nonlinear advect ion equat ion; computat ional stability; init ial v alue

423　第 3期　 朱杰顺等:非线性平流方程计算稳定性对初值的依赖性研究


