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一种有向权图的拓扑排序算法及其应用

王顺凤
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摘　要: 提出一种有向权图的拓扑排序算法,并给出一实例说明其应用。
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有向无环图( Dir ected Acycline Graph)
[ 1]
是描述一项工程或系统进行过程的有效工具。拓

扑排序
[ 2]
是有向无环图的一种重要运算。对有向无环图进行拓扑排序,可以得到对应于工程

(或系统)的各项子工程(或系统的分过程)的一个线性序列。这对工程的计划管理、系统的统筹

调度有着重要的指导意义。

工程项目计划管理问题常常受紧前活动约束
[ 3]
,有时要求各活动的等待时间之和最小, 这

一问题目前尚未得到解决。文献[ 4]给出了一种优化模型,并用分支定界法求解,该方法在计算

机上实现较为困难,且为一种枚举搜索算法,属于 NP 问题。本文提出一种有向权图的拓扑排

序算法及其实现, 解决了该问题,并用一实例说明其应用。

1　概　念

若集合 X 上的关系 R 是自反的、反对称的和传递的, 则称 R 是集合 X 上的偏序(关系)。

设 R 是集合 X 上的偏序,如果对每个 x , y∈X , 必有 xRy 或 yRx , 则称 R 是集合 X 上的全序

(关系)。由某个集合上的一个偏序得到该集合上的一个全序,这个操作称为拓扑排序。

一个偏序的有向图可用来表示一个流程图,该流程图可以是一个施工流程图,或者是一个

产品生产的流程图,或者是一个数据流程图(每个顶点表示一个过程)。图中每一条有向边表示

两个子工程之间的次序关系。这样的图常称为活动结点网。

用顶点表示活动, 用有向边表示活动间的优先关系的有向图称为活动结点网[ 3] ( AOV-

网,Act iv ity On Vertex Netw ork)。在 AOV-网中,若< i, j > 是网中一条有向边, 则活动 i必须

在活动 j 之前完成。

在AOV -网中, 不应该出现有向环,否则,对应的活动便无法进行。任何有向无环图的结点

都可以安排在一个拓扑序列中[ 2]。

以下算法基于 AOV-网,且在任一顶点的出边上附加一权,表示该活动所需进行的时间。



2　带权拓扑排序算法

设有向权图 G= < V , E> , V= { v 1 , v 2 ,⋯, v n} , E= { e 1, e2 ,⋯, en} ,W = {w 1, w 2 ,⋯, w n}。有

向边 ek= < v i, v j> 表示活动 v i 必须在活动 v j 前完成, 边 ek= < v i, v j> 上的权 w i 表示活动 v i

所需进行的时间。

一个有向图的拓扑序列如果存在,则它未必是唯一的。带权拓扑序列就是求各拓扑序列中

各活动的等待时间之和最小的拓扑序列。如果各活动对应于工程, 其现实意义是各子工程的完

工时间之和最小。

拓扑排序方法为: 1)在有向图中选择一个入度为 0且其出边之权最小的顶点,输出之; 2)

从有向图中删掉此顶点及其所有出边。

重复上述两步,直到全部顶点均已输出,或者当前图中不存在没有入度为 0的顶点。后一

种情况说明有向图中存在环,拓扑排序不能继续。以下讨论该拓扑排序方法分别在邻接矩阵和

邻接表上的实现。

2. 1　邻接矩阵上的拓扑排序算法

设 A为有向权图G 的邻接矩阵, A= ( a ij ) n×n,其中

aij =
0,　 < v i, v j > E ;

w i,　 < v i, v j > ∈E。

称 w i 为 A的第 i行的行值。

找图G 中入度为 0的顶点就是在 A中找全为 0的列, 删除某个顶点的所有出边就是把邻

接矩阵中对应于该列的行置成全 0。

算法 1——邻接矩阵上的拓扑排序算法: 1)取 1作为第一个新序号。2)找出A的全部尚未

得到新序号的全 0的矩阵列。如果没有,则停止。此时若矩阵所有列都已得到新序号,则拓扑

排序完成。否则说明是有环图。3)找出与全 0列对应的全部行中行值最小的行,将新序号赋给

与之相应的列。4)将步骤 3)中行值最小的行置成全 0。5)新序号增 1,转步骤 2)。

算法结束时,若拓扑排序能够完成, 则矩阵的每一列得到一个新序号,它就是该列所对应

的顶点在拓扑排序序列中的序号。

算法中步骤 2)、3)对邻接矩阵的行和列分别扫描一遍, 所以其时间复杂度为O ( n
2 )。存储

量为一个n×n矩阵和一个 n维向量。

2. 2　邻接表上的拓扑排序算法

设有向图用邻接表存储,保存 1个顺序存储的结点表和 n个链接存储的边表,结构为:

　　Struct node {

　datatype data; / /顶点信息

　int indegr ee; / /顶点入度

　float w eight; / /顶点之权,顶点活动所需时间

　str uct node * out ; / /指向与该顶点相邻的第一个顶点

} nodelist[ n] ; / /结点表
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str uct edge {

　int v ex-no; / /顶点序号

　str uct edge * link; / /指向与同一顶点相邻的下一个顶点

} / /边表

str uct edge * head; / /存储当前入度为 0 的顶点的单链表,其中顶点以 w eight的不减顺序排列

算法 2——邻接表上的带权拓扑排序算法:

Status Topo log icalSo rt ( v oid)

　/ /有向图采用邻接表存储结构

　/ /若 G 中无环, 则输出 G 的顶点的一个带权拓扑序列并返回 OK,否则, 返回 ERROR

{

　for ( i= 0; i< n; i+ + ) / /建 0入度顶点的单链表

　　if ( ! nodelist [ i] . indegr ee) I nser tL inkTable ( head, i) ; / /入度为 0的顶点插入到单链表

　count= 0; / /对输出顶点计数

　w hile ( ! head) {

　　i= head - > vex-no ; head= head - > link; / /取出 0入度顶点单链表中第一个顶点

　　print f ( i, nodelist [ i] . data) ; + + count; / /输出 i号顶点,并计数

　　for ( p= nodelist[ i] . out; p; p= p - > link) {

　　　k= p - > vex-no ;

　　　if ( ! ( - - nodelist[ k] . indegr ee) ) InsertL inkT able( head, k) ;

　　} / /对 i号顶点的每一个邻接顶点的入度减 1, 若入度为 0,则插入有序链表 head 中

　}

　if ( count < n) r eturn ERROR ; / /图中有环

　else r eturn OK ;

}

其中: InsertLinkTable( head, i)在 head所指的单链表中插入顶点号为 i结点,并要求按结

点的weight 字段值的不减顺序插入。算法从略。

对于( n, m)权图,该算法需存储结点表中 n个结点和边表中的 m 个结点,存储单元为 n+

m。算法需扫描结点表和边表中的所有结点,所以,其时间复杂度为 O(m+ n)。可见其效率远远

高于邻接矩阵上的拓扑排序算法。

3　应用实例

1991年上海市大学生数学模型竞赛试题 B
[ 5]为:现有 14件工件等待在一台机床上加工,

某些工件的加工必须安排在另一些工件完工以后才能开始,第 j 号工件的加工时间 t j 及先期

必须完成的工件号 i 由表 1给出。

表 1　工件加工时间和约束

Table 1　Restr iction and time lasting o f wo rkpieces machining

工件号 j

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

tj 20 28 25 16 42 12 32 10 24 20 40 24 36 16

前期工件号 i 3, 4 5, 7, 8 5, 9 10, 11 3, 8, 9 4 3, 5, 7 4 4, 7 6, 7, 14 5, 12 1, 2, 6

若给出一个加工顺序, 则确定了每个工件的完工时间(包括等待与加工两个阶段)。试设计
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一个满足条件的加工顺序, 使各个工件的完工时间之和最小。

解:将每个工件的加工看作一个活动, 得如图 1所示的 AOV -网。

满足问题要求的加工顺序就是该 AOV-网的带权拓扑序列。由上述算法计算得拓扑序列

为 4、10、9、7、11、5、3、8、6、1、2、14、12、13。

图 1　工件加工的 AOV-网

Fig. 1　T he AOV-net of w o rkpieces machining

4　结　论

算法 1、2给出了一种有向权图的拓扑排序问题在两种存储结构上的实现,算法 2在时间

效率上远优于算法1。它们可在一类排序问题, 特别是在有紧前工序约束下的工程计划问题上

有着重要的应用。文献[ 5]指出在有紧前工序的约束下,上例中的问题不能有效解决。算法 1、

2给出了这一问题的有效解决途径。
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Directed Graph and Its Application

WANG Sun-feng
(Deptartment of M athematics, NIM , Nanjing　210044, Ch ina)

Abstract: T his Paper pro vides an algo rithm of topo logical sequencing fo r w eighted directed

gr aph, and illust rates it s applicat ion w ith an example.
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