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一类常系数线性奇异积分方程的讨论

蒋勇国
(南京气象学院 数学系,江苏 南京　210044)

摘　要:在“矩形”主值的基础上,获得合成公式,并利用合成公式讨论了一类相应的

常系数线性奇异积分方程。
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在多复变函数论中,单叶单连通区域,并不一定全纯等价, 如多圆柱和超球就是两种不全

纯等价的单叶单连通区域, 并且不同区域上的全纯函数有不同的积分表示,因而难于利用一个

统一的多复变数的 Cauchy 型积分来处理高维奇异积分方程。本文根据龚升的思想[ 1-2] ,利用

“矩形”主值和林良裕的立体角系数的方法
[ 3]
,首先获得合成公式,最后讨论了一类常系数线性

奇异积分方程,证明它与 Fredholm 方程等价, 并且其特征方程 L
* 在内有唯一解。

1　定义及命题

定义 [ 4] :设 D = ∪
2

j = 1
B j ( aj ) , aj= ( aj

1 , aj
2 ,⋯, aj

n )是一连通开集,称为复双球垒域,其中 B j ( aj )

= {F: ûF1- a
j
1û2+ ⋯+ ûFn- a

j
nû2< r

2
j } , j = 1, 2; B1∩B2= Á ,且 B 1≠B 1∩B2≠B2。

文献[ 5]给出如下命题:

命题1:设 f ∈A c( D ) , 其中A c( D )表示在D 上可微、在D
- 上连续的全体函数所成的集合,

则

F ( z ) =∫5D
f ( F) 8 ( G(F, z ) ) ,　P z ∈ D。 ( 1)

其中核 8 ( G( F, z ) )是在( F, z )∈5D×D 上定义的有限离散局部全纯核
[ 3] , 它是一种特殊的

Cauchy-Fantappie 形式

8 ( G( F, z ) ) = ( - 1) n( n- 1) / 2 ( 2Pi) ndet ( G, 5G, ⋯, 5G) ∧ dF。 ( 2)

其中 G= ( G1, ⋯, Gn ) T, Gk = w k

5 (F, z ) , w k = ∑
2

j = 1
VB

j
( z ) (F-k - a

j
k) , k = 1, 2, ⋯, n。5 ( F, z ) =

< F- z , w > = ∑
n

k= 1
∑

2

j = 1
V B

j
( z ) (Fk - ak ) (F-k - a

j
k) , V B

j
是开集B j 上的特征函数。



现定义“矩形”主值为

V . P. F ( t) = lim
E→0∫f (F) 8 ( G(F, z ) )。 ( 3)

其中 t∈5D , ∑E( t) 为 RE( t)在 5D上的余集,而 RE( t )定义为

RE( t) = { F∈ 5D : ûRe5 (F, t) û< AE, ûIm5 (F, t) û< BE; A, B> 0}。

并定义 t∈5D的立体角系数 A( t)为

A( t ) = lim
E→0∫5bE∩D

8 ( G( F, t ) ) , 　A( t) ≤ 1。 ( 4)

其中 bE( t) = {F∈C
n : ûRe5 ( F, t ) û< AE, ûIm5 ( F, t ) û< BE; A, B> 0}。由此有相应的命题 2[ 5]。

命题 2( Plemelj公式) : 设 f∈L
*
, 当 z 从 D 内趋于 t∈5D ,且满足 Q( z , t ) / d( z , 5D ) < M ,

则

F
+ ( t ) = V . P.∫5D

f (F) 8 ( G(F, t) ) + ( 1 - A( t ) ) f ( t)。 ( 5)

其中F
+ ( t )为 F( t )在 D内沿着非切线方向趋于 t∈5D 的极限, L

* 为定义在 5D 上满足LipK条

件, 0< K≤1且能连续开拓为 D 上的C
( 1)
函数集合。

2　合成公式

设 5D 0表示 5D 上具有2n- 1维的光滑部分, 5D / 5D0= 5B 1∩5B 2= L 2表示 5D上具有 2n-

2维的光滑流形。

定理 1:若 U∈L
*
( D- ) ,F, N∈5D= 5D (C1 ) = 5D (C2 ) ,则

∫F∈5D( C
2
)
8 ( G(F, t ) )∫N∈5D( C

1
)
U(N) 8 ( G(N,F) ) = ( 1 - BC

1 - b2)∫N∈5D ( C
1
)
U(F) 8 ( G(F, t ) ) +

b1 ( 1 - BC
1
) U( t )。 ( 6)

若设B C
1
+ b2= 1, 则右端等于 b1 ( 1- B C

1
)U( t )。尤其是当 t∈5D0 ,F∈5D 0时

∫F∈5D( C
2
)
8 ( G(F, t ) )∫N∈5D( C

1
)
U( N) 8 ( G(N, F) ) = ( 1 - BC

1 - B C
2 )∫N∈5D( C

1
)
U( F) 8 ( G(F, t) ) +

BC
1
( 1 - B C

1
)U( t )。 ( 7)

若 BC
1
+ BC

2
= 1, 则 ( 7) 式右端等于 BC

1 BC
2 U( t )。其中 B C

j
= 2

n- 1

P { P
2

+∫
arctan( B

j
/ A

j
)

0
cosn- 2

t

sin( n - 1) t
sint dt }

[ 1]
, bj= 1- Aj ( t ) , j = 1, 2。Aj ( t )如( 4)式所定义。

证明:为简单起见,只证当 t∈5D / 5D 0 , 5D 0是 5D 的光滑部分。即 t是 D的边界上非光滑点

的情形。

令 U1 (F) =∫N∈5D( C
1
)
U( N) 8 ( G(N, F) ) , U2 (F) =∫N∈5D ( C

2
)
U1 (N) 8 ( G(N,F) ) 。并取Cauchy 型积分:

f ( w ) =∫F∈5D( C
1
)
U( F) 8 ( G(F, w ) ) ,　f 1( z ) =∫N∈5D ( C

2
)
U1(F) 8 ( G(F, z ) ) ; 　w , z ∈ D。

当 w , z 满足条件 Q( w , t) / d ( w , 5D ) < M 及 Q( z , t ) / d ( z , 5D ) < M , 即w 和 z 分别沿非切线方向

趋于边界点 F。t∈5D / 5D 0时,由命题 2,有

f
+
(F) =∫5D( C

1
)
f (N) 8 ( G( N, F) ) + ( 1 - A1(F) ) f (F) ,
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f
+
1 ( t) =∫5D ( C

2
)
U(N) 8 ( G(N, t) ) + ( 1 - A2 ( t ) ) f ( t )。

由 U1和 U2的定义,有

U1 (F) = f
+
(F) - ( 1 - A1(F) )U(F) ,　U2 ( t ) = f

+
1 ( t ) - ( 1 - A2( t ) )U( t)。

以 U1(F)代入 f 1 ( z )可得

f 1 ( z ) =∫F∈5D( C
2
)
[ f + (F) - ( 1 - A1 (F) )U(F) ] 8 ( G( F, z ) )

= f
+
( z ) -∫F∈5D( C

2
)
( 1 - A1 (F) )U(F) 8 ( G( F, z ) )

= ( 1 - B C
1
) f ( z ) ,

所以 f
+
1 ( t ) = ( 1 - B C

1
) f ( z )。

由此,有

U2( t ) = f
+
1 ( t) - ( 1 - A2 ( t) )U( t)

= ( 1 - B C
1
) f +

1 ( t) - ( 1 - A2 ( t) ) [ f + ( t ) - ( 1 - A1( t ) )U( t) ]

= ( 1 - B C
1
- b2 ) f + ( t ) + b1b2U( t )

= ( 1 - B C
1 - b2 ) [∫5D ( C

1
)
U(F) ) 8 ( G(F, t) ) + b1U( t) ] + b1b2U( t )

= ( 1 - B C
1
- b2 )∫5D ( C1)

U(F) ) 8 ( G( F, t ) ) + b1( 1 - BC
1
)U( t)。

由此立得( 6)式。若 BC
1+ b2= 1,则

U2 ( t) = b1( 1 - BC
1
)U( t) = b1b2U( t)。

同理可得( 7)式。

3　具有常系数的线性奇异积分方程

设 U∈L
* ( D- ) ,下面假定 A( t)≠1, 5D ( C) = 5D (C1 ) = 5D (C2) = 5D ,由域的边界结构, 只需 B

≠0。

定义奇异积分算子为

H 0CU= 1
B∫5D ( C)

U(F) 8 ( G(F, t ) ) ,　t∈ 5D 0; ( 8)

H 2CU= 1
1 - A( t )∫5D( C)

U(F) 8 ( G(F, t) ) ,　t∈ 5L 2。 ( 9)

其中B =
2n- 1

P {
P
2
+∫

ar ctan( B/ A)

0
co sn- 2

t
sin( n - 1) t

sint
dt}。由( 7)式,得

H 0C
2
H 0C

1
= 1

BC
1
B C

2

( 1 - BC
1
- BC

2
) H 0C

1
+ 1

BC
2

( 1 - BC
1
) I ,　U∈ L

*。 ( 10)

特别地,当 BC
1
+ BC

2
= 1,有

H 0C2H 0C1 = H 0C1H 0C2 = I。 ( 11)

当 t∈L 2时, 由( 6)式有

H 2C
2
H 2C

1
=

1
B C

1
b2
( 1 - BC

1
- b2) H 0C

1
+

b1

B C
2
b2
( 1 - B C

1
) I , 　U∈ L

* 。 ( 12)

特别地,当 BC
1
+ b2= 1时,有
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H 2C
2
H 2C

1
=

b1

BC
2

I ,　U∈ L
*
; ( 13)

H 2C2H 0C1 =
1

B C
1
b2
( 1 - BC1 - b2) H 0C1 +

1 - B C
1

b2
I , 　U∈ L

*
; ( 14)

H 0C
2H 2C

1 =
1

BC
1
B C

2

( 1 - BC
1 - BC

2 ) H 0C
1 +

b1
BC

1

( 1 - BC
1 ) I ,　U∈ L

*
。 ( 15)

下面考虑方程

s1U+ t 1H 2CU+ KU= f。 ( 16)

其中 s1 , t1为复常数,已给 f∈L
*
, K U=∫U(F) K (F, t)Fa,核 K (F, t )是 5D×5D上关于 F, t分别

满足LipK条件的复值函数, 0< K≤1。方程

s1U+ t1H 2CU= f ( 17)

称为( 16)式的特征方程。

对于( 12)式, 当 BC
1
+ b2≠1,并记 B C

1
= B C, b2= b= 1- A( t )时,有

H
2
2C=

1
BCb

( 1 - BC- b) H 2C+
1
BC

( 1 - B C) I。 ( 18)

下面在仅考虑应用算子合成公式( 18)的情况下,讨论相应的线性奇异积分方程的解。

定理 2:设在方程式( 16)中, s1≠0, t1≠0为复常数,记

B 0 =
bt

2
1 ( 1 - BC) - B Cbs

2
1 - s1t 1( 1 - B C- b)

B Cb
s1 +

t1 ( 1 - BC- b)

BCb
。

已给 f ∈L
* ( D- ) ,积分算子 K 核 K ( v , u)满足 LipK条件, 则

1)方程式( 16)的特征方程 s1U+ t1H 2CU= f 在 L 2上和 L
* 内有唯一解

U= B
- 1
0 [ t 1H 2C- ( s1 +

t 1( 1 - B C- b)
B Cb

) ] f 。 ( 19)

　　2)在L 2 上和 L
*内奇异积分方程式( 16)与下面的 Fredholm 方程等价,

B 0U+ MK U= Mf 。 ( 20)

其中算子

M = t 1H 2C- ( s1 +
t1 ( 1 - BC- b)

BCb
) I。 ( 21)

　　证明: 1)利用算子 M 乘以( 17)式的两边得( 20)式, 因此( 19)式是( 17)式在 L 2上和 L
* 内

的唯一解。

2)要证( 16)式与( 20)式等价,只要证算子 M 的逆算子 M
- 1= l 1H 2C+ l2I 存在。由于 MM

- 1

= l 1t 1H
2
2C- ( s1+

t1 ( 1- B C- b)
B Cb

) l 1H 2C+ l 2t 1H 2C- l2 ( s1+
t1 ( 1- B C- b)

B Cb
) I ,由( 18)式可得

MM
- 1 = l1 t1 ( s1 +

t1 ( 1 - BC- b)
BCb

) H 2C+ l 1t 1
1 - BC

B C
I - ( s1 +

t1 ( 1 - BC- b)
BCb

) l1H 2C+

l2 t1H 2C- l 2( s1 +
t 1( 1 - B C- b)

B Cb
) I

= [ ( s1 +
t 1( 1 - B C- b)

B Cb
) l 1( t 1 - 1) + l2 t1 ] H 2C+

[ l 1t1
1 - BC

B C
- l 2( s1 +

t1 ( 1 - BC- b)
B Cb

) ] I。
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令

( s1 +
t 1( 1 - B C- b)

B Cb
) l1 ( t1 - 1) + l2 t1 = 0;

l1 t1
1 - B C

BC
- l 2( s1 +

t 1( 1 - B C- b)
B Cb

) = 1。

解这个方程组得 l1 = t 1/ B 0, l 2 = s1/ B 0。从而 M
- 1=

t1
B0

H 2C+
s1
B0

I ,因此 MM
- 1= I。

下面证明 H 2CKU是 Freholm 算子,即

H 2CK U=∫5D
8 ( G(F, t ) )∫5D ( C)

U( w ) K ( w , F) wa。

由定理 5, 并应用 Lebesgue定理,得

H 2CK U=∫5D
U( w ) wa∫5D ( C)

8 ( G(F, t ) ) K ( w , F)。

记

K 1( w , t) =∫5D ( C)
8 ( G(F, t) ) K ( w ,F)。

故: K 1 ( w , t )关于 t和 w 分别在 5D 0×5D 0及{ 5D / 5D 0}×{5D / 5D 0}上逐块属于 Lip(K- E)条件,

并且有界,所以( 20)式是一 Fredholm 方程。
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Discussion of One Linear Singular Integral

Equation with Invariable Coeff icients

JIANG Yong-guo
( Departm ent of Mathem at ics , NIM , Nanjing　210044, Chin a)

Abstract: A composite formula is obtained based on the "quadrang le" pr incipal value w hich is

used to discuss one linear singular integral equat ion w ith invariable coef ficients.

Key words: discr ete kernel; "quadrangle" principal value; composite formula; linear singular

integral equat ion
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