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论 1998年全国大学生数模竞赛 A题的若干问题

蒋志芳
(南京审计学院基础部,南京　210029)

摘　要: 对于 1998年全国大学生数模竞赛 A 题( CMCM-98竞赛 A 题)的解答有许

多争议, 如:风险—收益曲线是否为折线? 若是,应分成几段? 用收益—风险最大模型

是否合理? 偏好系数模型的正确答案是什么? 本文对 CMCM-98竞赛 A 题进行全面

求解,并详细讨论了上述问题。
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1　CMCM-98试题 A的数学模型

A 题(投资的收益和风险) :市场上有 n种资产(如股票、债券、⋯) S i ( i= 1, 2,⋯, n)供投资

者选择,某公司有数额为 M 的一笔相当大的资金可用作一个时期的投资。公司财务分析人员

对这 n种资产进行了评估, 估算出在这一时期内购买 S i 的平均收益率为 r i, 并预测出购买 S i

的风险损失率为 qi。考虑到投资越分散,总的风险越小,公司确定, 当用这笔资金购买若干种资

产时,总体风险可用所投资的 S i 中最大的一个风险来度量。

购买 S i 要付交易费,费率为 p i, 并且当购买额不超过给定值 u i 时, 交易费按购买 u i 计算

(不买当然无须付费)。另外,假定同期银行存款利率是 r0 ( r0= 5 % ) ,且既无交易费又无风险。

数据略[ 1]。

设 Mx i 表示购买第 i 种资产 S i 的资金数额,Mx 0表示存银行的金额。令

f i( x ) =

Mxp i , 　x ≥ u i/M ;

u ip i , 　0 < x < ui /M ;

0, 　x = 0。

则净收益为

R = ∑
n

i= 0
M ( 1 + r i) x i - M ,

总体风险为

Q = max
0≤i≤n

Mx iqi ,



约束条件为

∑
n

i= 0
f i( x i) + ∑

n

i= 0
Mx i = M。

由于u i 与 M 相比很小,因而可以简化约束条件为

∑
n

i= 0
( 1 + p i) x i = 1,

同时

R = ∑
n

i= 0
M ( 1 + r i ) x i - M∑

n

i= 0
( 1 + p i) x i = M∑

n

i= 0
( r i - p i) x i。

略去M ,原题化为双目标决策问题:

maxR = ∑
n

i= 0

x i( r i - p i) ,

minQ = max
0≤i≤n

x iqi。　　　

s. t .
∑

n

i= 0

( 1 + p i ) x i = 1,

x i ≥ 0。

( 1)

以下设 r i- p i> 0,否则不对该资产投资。

模型( 1)可用如下多种方法化为单目标决策问题
[ 2～5]
。1)固定R 使Q尽量小; 2)固定 Q使

R 尽量大; 3)使 R / Q尽量大; 4)选择偏好系数 L,使( 1- L) R- LQ尽量大。不同的方法又可导
出不同模型, 以下将分别给出上述 4种方法,并回答前面提及的 3个相应问题。

2　固定 R使 Q最小的模型

由方法 1) ,将模型( 1)化为

minQ = max
0≤i≤n

qix i。

s. t .

∑
n

i= 0
( r i - p i) x i = R,　　¹

∑
n

i= 0
( 1 + p i) x i = 1,　　º

x i ≥ 0。

( 2)

此模型又可改写为

min y。　　　　　　　　　

s. t .

∑
n

i= 0
( r i - p i) x i = R,

∑
n

i= 0
( 1 + p i) x i = 1,

x iqi ≤ y , 　i = 1, 2,⋯, n,

x i ≥ 0, y ≥ 0,　i = 1, 2, ⋯, n。

再用参数规划法求解, 但是参数规划法计算复杂,下面给出简便解法。
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令 Qi= ( r i- p i) / ( 1+ p i) , 表示投资 s i 的净收益率。Qi 必大于 Q0, 否则,若 Qi≤Q0 ,则不对 s i

投资,因为对该项目投资纯收益率不如存银行,而风险损失率又大于存银行。将 Qi 从小到大排
序,设 Qk 最大,则易见对模型( 2)的可行解必有 0. 05≤R≤Qk。

当 R= 0. 05时,所有资金都存银行, Q= 0;当 R= Qk 时, 所有资金用于购买 Sk, Q=
qk

1+ p k
;

当 0. 05< R< Qk 时,有定理 1。

定理 1　若 0. 05< R< Qk, ( x 0, x 1 ,⋯, x n)是模型( 2)的最优解,则 x 1q1 = ⋯ = x nqn。

　　证明　用反证法。若不相等,令 Q= max
0≤i≤n

x iqi ,不妨设 x nqn< Q ,由¹ 式减º 式再乘以 0. 05

得

∑
n

i= 0
Aix i = B。 ( 3)

其中, Ai> 0, i= 1, 2,⋯, n; B> 0。

设 J= { j ûx j> 0} ,取

En= 1
N
, Ej = En õAn/∑

i∈J

Ai,

x
*
n = x n + En,

x
*
j = x j - Ej ,　j ∈ J ,

x
*
j = x j ,　j ∈ J 且 j ≠ 0,

x
*
0 = 1 - ∑

n

j= 1
( 1 + p j ) x

*
j ,

则当N 充分大时, x
*
j ≥0, 0≤j≤n。

容易验证( x *
0 , x *

1 , ⋯, x *
n )满足º 式和( 3)式, 从而满足¹ 式,而 x

*
j qj< Q ,所以( x 0, x 1, ⋯,

x n )不是模型( 2)的最优解。此处矛盾,可以反证定理 1成立。

由定理 1(风险分散原理)知,当 R∈( 0. 05,Qk)时,可按下述步骤求出最优解: 1)将¹ 式与

º 式消去 x 0得( 3)式; 2)将 x i=
Q
qi
代入( 3)式解出 Q ; 3)由 x i =

Q
qi
, 1≤ i≤ n, x 0 = 1 - ∑

n

i= 1

( 1

+ p i ) x i 求出最优解。

例如,对于 n= 4的情形,我们算得如下结果:

( 1) R= 0. 05时, x 0= 1, x 1= x 2= x 3= x 4= 0, Q= 0;

( 2) R= 0. 27/ 1. 01时, x 0= x 2= x 3= x 4= 0, x 1= 1/ 1. 01, Q= 0. 025/ 1. 01;

( 3) R∈( 0. 05, 0. 27/ 1. 01)时, Q=
R- 0. 05
25. 527 6

, x 1=
R- 0. 05
0. 638 2

, x 2=
R- 0. 05
0. 382 9

, x 3=
R- 0. 05
1. 404 0

,

x 4=
R- 0. 05
0. 663 7

, x 0= 1- 1. 01x 1- 1. 02x 2- 1. 045x 3- 1. 065x 4。

3　风险 收益曲线是否为折线

由方法( 2) ,将模型( 1)化为线性规则模型,

　maxR = ∑
n

i= 0

( r i - p i) x i。

s. t .

x iqi ≤ Q, 　i = 1, 2,⋯, n,

∑
n

i= 0

( 1 + p i) x i = 1,

x i ≥ 0。

( 4)
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对于每一个 Q ,用模型( 4)都能求出 R ,许多参赛队用Math软件画出 Q-R 曲线
[ 5] , 但该曲线是

否为折线? 若是, 应分成几段? 有的队认为应是两条线所成折线[ 5] ,这是不对的。

由净收益率 Qi= ( r i- p i) / ( 1+ p i ) ,直观上想到 Qi 越大, x i 应尽量大, 这种想法是正确的,

可将其写为定理 2。

定理 2　设( x 0 , x 1, ⋯, x n )是模型( 4)的最优解,若 Qi> Qj , x j> 0,则 x i= Q / qi。

证明　用反证法。假设 Qi> Qj , x j> 0, 而 x i< Q / qi。

选取充分小的正数 E,使得
( x i + E) qi < Q, E( 1 + p i) < x j ( 1 + p j )。

令 x
*
i = x i+ E, x *

j = x j- E( 1+ p i) / ( 1+ p j ) , 当 k≠i , j 时, 令 x
*
k = x k,则 x

*
k ≥0,且

∑
n

k= 0
x

*
k ( 1 + p k ) = ∑

k≠i, j
x

*
k ( 1 + p k) + ( x i + E) ( 1 + p i ) +

　[ x j - E( 1 + p i) / ( 1 + p j ) ] ( 1 + p j ) = 1,

∑
n

k= 0
x

*
k ( r k - p k ) = ∑

k≠i, j
x

*
k ( rk - p k ) + ( x i + E) ( r i - p i ) +

　[ x j - E( 1 + p i) / ( 1 + p j ) ] ( r i - p j ) > ∑
n

k= 0
x k( r k - p k )。

因此, ( x 0, x 1 ,⋯, x n)不是模型( 4)的最优解。此处矛盾, 可以反证定理 2成立。

由此定理, 我们可将 Qi 从大到小排序,使 Qi 最大的 k 应尽量满足 x kqk= Q ,若还有多余资

金,再投资 Qi 次大的, ⋯⋯。对于不同的 Q ,会有不同的投资方案, 我们可以算出 Q 临界值, 从

而确定曲线。以 n= 4的情形为例,设 Q1> Q2> Q3> Q4> Q0, 则可用下面的方法算出各临界值 c 1,

c2 , c3, c4。

只有一种投资时,

c1 ( 1 + p 1 ) = q1 ,　c 1 = q1/ ( 1 + p 1) = 0. 024 750。

当有两种投资时, 将 x 1= c2/ q1 , x 2= c2 / q2, 代入 x 1 ( 1+ p 1) + x 2 ( 1+ p 2) = 1, 得

c2 = q1q 2/ [ ( 1 + p 1) q2 + ( 1 + p 2 ) q1] = 0. 009 225。

同理可得

c 3 = q1q2q3 / [ ( 1 + p 1) q 2q3 + ( 1 + p 2) q1q 3 + ( 1 + p 3 ) q1q2 ] = 0. 007 849,

c4= q1q2q3q4 / [ ( 1+ p 1 ) q2q3q4+ ( 1+ p 2) q1q3q4+ ( 1+ p 3 ) q1q2q4+ ( 1+ p 4) q1q2q3 ] = 0. 005 940。

于是得最优解(表 1)。

　　易见Q-R 曲线应由 5段折线构成。一般地,包括存银行在内, 有 n种资产可投资时,可算

出 n个临界点, Q-R 曲线由 n+ 1段折线组成。

4　收益—风险最大原则是否合理

按照收益—风险最大原则, 可取模型

　　maxR/ Q。

s. t .
∑

n

i= 0

( 1 + p i ) x i = 1,

x i ≥ 0。

( 5)

由于 q0= 0, 因而取 x 0= 1, x 1= x 2= ⋯= x n= 0时, R/ Q= + ∞,从而可知,全部钱存银行是最优

解。对此问题,其他投资的收益与风险损失率都不影响该最优解, 故这种模型不够好。
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表 1　n= 4 的最优解

Table 1　Best solut ion fo r n= 4

x 1 x 2 x3 x 4 x0

Q= 0. 000 000 0 0 0 0 1

0< Q≤0. 005 940
Q

q1

Q

q2

Q

q3

Q

q4 1- ∑
4

i= 1
( 1+ p i) x i

0. 005 940< Q≤0. 007 849
Q

q1

Q

q2

Q

q3 [ 1- ∑
3

i= 1
( 1+ p i) x i] / ( 1+ p 4)

0

0. 007 849< Q≤0. 009 225
Q

q1

Q

q2
[ 1- ∑

2

i= 1
( 1+ p i) x i] / ( 1+ p 3) 0 0

0. 009 225< Q≤0. 024 750
Q

q1
[ 1- ( 1+ p 1) x 1] / ( 1+ p 2) 0 0 0

Q> 0. 024 750
1

1+ p 1
0 0 0 0

5　偏好系数模型的正确答案是什么

由偏好系数法,我们选取偏好系数 L( 0≤L≤1) ,建立模型

max[ ( 1 - L) R - Ly ]。

s. t .

∑
n

i= 0
x i ( 1 + p i) = 1,

x iqi ≤ y ,　i = 1, 2,⋯, n,

x i ≥ 0,　i = 0, 1, ⋯, n。

( 6)

有些参赛队的优秀论文都采用了此模型,但计算结果完全不同 [ 5]。我们用参数规划法计算的结

果见表 2。
表 2　计算结果

T able 2　Results of calculation

L x 0 x1 x2 x 3 x 4

1. 000 1 0 0 0 0

( 0. 825, 1. 000) 0 0. 237 6 0. 396 0 0. 108 0 0. 228 4

( 0. 810, 0. 825) 0 0. 314 0 0. 523 3 0. 142 7 0

( 0. 766, 0. 810) 0 0. 369 0 0. 615 0 0 0

( 0. 000, 0. 766) 0 0. 991 0 0 0 0
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ON THE ISSUES OF TEST PAPER A OF CMCM-98

Jiang Zhifang
( Departmen t of Basic Cours es , Nanj ing Audit Ins titute, Nan jing　210029)

Abstract: CMCM-98 Contest Quest ion A has given rise to much contro ver sy . For example, is

risk-prof it curve a br oken line? If so, how many sect ions should it be divided into? Is it proper

to use the max imum prof it-risk model? What 's the cor rect answer to preference coeff icient

model? T his thesis is meant to find out an all-inclusiv e solut ion to CMCM-98 Contest Ques-

tion A and disscuss the above quest ions in detail.

Key words : mathemat ical model , best solut ion, risk, prof it
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