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关于Marty定则的一个注记

张太忠
(南京气象学院数学系,南京　210044)

摘　要:证明了一个正规定则,改进了 F. Marty、李松鹰和谢晖春、R. Aulaskari和

P. Lappan等人的结果。
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1931年, M arty
[ 1]
证明了如下的判别函数族正规性的著名的充分必要条件:

定理1　设F 为区域D 内的全纯函数族。F 在D 内正规的充分必要条件是对于D 内任意

紧集K , 存在相应的正数 M K 使

ûf ′( z ) û≤ MK ( 1 + ûf ( z ) û2) ,
对于族 F 中所有的函数 f ( z )和 K 中所有的点 z 成立。

此后,各国学者纷纷进行此方面的研究,对定理 1加以改进。譬如: 李松鹰等[ 2]在涉及函数

零点重级的条件下证得定理 2。

定理2　设 k 为一个正整数, F 为区域 D 上一个亚纯函数族,其中 F 中每个函数的零点重

级≥k,则 F 在 D 内正规的充分必要条件是对于 D 内任意紧子集 K ,存在相应的正数 MK 使

ûf ( k)
( z ) û≤ M K ( 1 + ûf ( z ) ûk+ 1

) ,

对于族 F 中所有的函数和 K 中所有的点 z 成立。

显然,定理 2中 k= 1的特殊情况正好改进了 Marty 定则(定理 1) [ 1]。

Aulaskari等 [ 3]也对定理 1作了改进(定理 3)。

定理 3　设 F 为定义在 z 平面上区域 D 内的一个亚纯函数族, z = x+ iy。则F 在D 内正

规的充分必要条件是对于 D 内任意紧子集 K ,存在相应的正数 K> 2, 和正数M K 使

kK
(

ûf′( z ) û
1 + ûf ( z ) û2 )

K
dxdy ≤ M K ,

对于族 F 中所有函数都成立。

定理 3的必要性可以由定理 2的必要性推得。

本文指出一个有趣的结果。它同时是上述 3个结果的一个改进。

定理4　设 k 为一个正整数, F 为定义在 z 平面上区域D 内的一个亚纯函数族, 且族 F 中



每个函数的零点重级≥k,则 F 在 D 内正规的充分必要条件是对于 D 内任意紧子集 K ,存在

相应的正数 K> 2, 和正数 MK 使

kK
(

ûf ( k) ( z ) û
1 + ûf ( z ) ûk+ 1 )

Kdxdy ≤M K ,

对于族 F 中每个函数都成立。

1　一个引理

引理[ 4]　设 k 为一个正整数, F 为定义在区域 D 内的一个亚纯函数族,且族 F 中每个函

数的零点重级≥k。如果 F 在 z 0∈D 不正规,则对于任意给定的 A∈( 0, k) , 存在 D 中点列 z n→

z 0 ,正数序列 Qn→0, 函数序列 f n∈F 使得 Q- A
n f n ( z n+ QnF)在任意的圆{ ûFû≤R }上按球面距离

一致收敛到 F平面上的一个非常数的亚纯函数。

2　定理 4的证明

由定理 2, 可以证明定理 4的必要性。下面证明定理 4的充分性。

反设F 在 z 0∈D 不正规。取 K = { ûz- z 0û≤r 0}< D , 由定理4的条件知存在K> 2、MK > 0

使

kK
( ûf ( k)

( z ) û
1 + ûf ( z ) ûk+ 1 )

Kdxdy ≤M K ,

对于族 F 中每个函数都成立。由 F 在 z 0∈D 不正规及引理知对于 A= k- 1, 存在函数序列 f n

∈F , D 中点列 z n→z 0, 正数序列 Qn→0使

gn( F) = Q- A
n f n( z n + QnF) ,

按球面距离内闭一致收敛到 F平面上一个非常数亚纯函数 g(F)。显然, g
( k)
n (F)也内闭一致收

敛于 g
( k) (F)。Hurw itz定理表明 g (F)的零点重级≥k, 从而 g ( F)非 k- 1 次以下多项式, 故

g
( k) ( F) ¢ 0。

令 $0= { ûF- F0û≤Q0} ,其中 F0为 F平面上一点,满足g (F0)≠∞,Q0为任意指定的正数,且

令 En= { ûz- ( z n+ QnF0) û≤QnQ0} ,显然,当 n充分大时, En< K。由 g
( k) ( F) ¢ 0知以下的极限值

为正数:

k$
0

(
ûg ( k)

n (F) û
1 + ûgn (F) ûk+ 1 )

K
dNdG→k$

0

(
ûg ( k)

(F) û
1 + ûg( F) ûk+ 1)

K
dNdG> 0,　当 n →∞时。

所以

kE
n

(
ûf ( k)

n ( z ) û
1 + ûf n ( z ) ûk+ 1 )

K
dx dy = Q2nk$

0

(
ûf ( k)

n ( z n + QnF) û
1 + ûf n( z n + QnF) ûk+ 1 )

K
dNdG≥

Q2- K
n k$

0

(
ûg ( k)

n (F) û
1 + ûg n(F) ûk+ 1 )

K
dNdG→∞,　当 n→∞ 时。

另一方面,

kE
n

(
ûf ( k)

n ( z ) û
1 + ûf n( z ) ûk+ 1 )

K
dxdy ≤kK

(
ûf ( k)

n ( z ) û
1 + ûf n( z ) ûk+ 1 )

K
dxdy ≤ M K ,　n 适当大。

与前矛盾。定理 4证毕。
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A note on Marty's criteria

Zhang T aiz-hong
( Departmen t of M athmat ics , NIM , Nan jing　210044)

Abstract: T he no rmal criteria is pro ved in the paper, w hich improves the resul ts of M arty, L i

Songying and Xie Huichun, and Aulaskari and Lappan, etc.
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