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摘　要　在解回归方程时, 设计矩阵中的共线性可能产生不精确的参数估计。用奇

异值分解的正交矩阵变换可以减少共线性的影响。通过迭代加细过程还可以改进回

归系数的估计。本文描述了求解回归方程的奇异值分解的迭代加细过程。结果表明,

在设计矩阵高度共线性时, 用奇异值分解的迭代加细可以改进回归系数的估计。
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本文描述对用奇异值分解所得回归方程的解作迭代加细的过程。该算法用到在迭代加细

过程中由奇异值分解得到的一些矩阵.与 SAS和 GAU SS 的有关过程作了比较和讨论。

回归方程用矩阵符号通常写为

Y = XB + E ( 1)

B是要估计的未知( p×1)参数向量; X 是自变量观测( n×p )矩阵, 通常称为设计矩阵, X的第

一列皆为 1,为常数项系数; Y是因变量观测值( n×1)向量; E为未知剩余( n×1)向量, 假定服

从具有零均值和常数方差 R2
的正态分布。

估计B常用的方法是最小二乘法, 使剩余平方和 E
T
E达到最小,而产生正规方程组

X
T
XB = X

T
Y ( 2)

　　众所周知,回归方程求解的精确程度可能受到数据中共线性的不利影响,共线性是自变量

观测值矩阵 X中的问题,到目前为止, 虽还没有共线性的唯一的精确定义〔1〕, 但一般认为, 共

线性与矩阵 X 各列之间的线性相关有关, 这种线性相关不必是“精确”的, 或者说,对 X 不必

是满秩的,都会出现共线性的问题〔1〕。

为减少共线性的影响, 通常用设计矩阵 X 的一种正交分解,比如 QR分解, 有许多方法可

以对该分解进行所需要的计算〔2, 3〕。

1　奇异值分解

另一种减少共线性影响的正交分解是奇异值分解,即 SVD。在 SVD中,设计矩阵 X 分解

为

X = UDV
T ( 3)



其中 U是由对应 XX
T
的 p 个最大特征值的 p 个正交特征向量组成的( n×p )矩阵; D是 X 的

按大小排列的奇异值( p×p )对角矩阵; V是 X
T
X的正交特征向量的( p×p )正交矩阵。

此时,将( 3)式代入( 2)式, 得

DDV
T
B
d = DU

T
Y

令 D
+
为由 D的所有非零元素的倒数构成的对角矩阵, 有

D
+
DDV

T
B
d = D

+
DU

T
Y

则正规方程组( 2)由以下方程组代替

DV
T
B
d = U

T
Y ( 4)

其解为

B
d = VD

+
U

T
Y ( 5)

其中乘积VD
+
U

T 是 X 的 Mo ore-Penr ose 广义逆,可写为

X
+ = VD

+
U

T ( 6)

故有回归方程的解

B
d= X

+
Y ( 5′)

M oore-Penrose 广义逆 X
+
对任一矩阵 X是唯一的

〔4〕
。它满足以下条件

〔5〕

X
+
XX

+ = X
+ ,　XX +

X = X ,　( X +
X ) T = X

+
X ,　( XX+ ) T = XX

+

　　回归方程的解( 5′)不论对欠定方程组还是对确定方程组皆有效。若 X
T
X 奇异,则对角阵

D的对角元素至少有一个为零, X
+
用作广义逆,若 X

T
X 非奇异,则 B

d= X
+
Y提供了 B

d中所有
系数的估计。在人们感兴趣的共线性方程组中,方程组是确定的,但 D中某些奇异值却接近于

零。

如何用奇异值分解获得回归估计, 已有一些讨论
〔1, 3, 6～8〕

, 但用得并不普遍,原因是,求解

正规方程组所花费的时间, 用奇异值分解比用 QR分解, 要多 5到 10倍;另一个缺点是,当 X

矩阵增加新行元素时(相当于增加新的观测值)时, 缺少更新参数估计的有效方法〔8〕。目前, 还

没有一个统计软件包是用奇异值分解提供回归程序的, 只是在 Genstat、SAS 和 GAU SS 中提

供了奇异值分解的子程序用来作矩阵计算〔5, 9〕,当然,这些矩阵奇异值分解子程序也可以用来

计算回归系数。

尽管如此,许多学者(包括对奇异值分解求解回归方程提出以上缺陷的学者)仍然认为,如

果其他方法不适用,如当遇到不常见的高度病态条件时, 则奇异值分解求解回归方程还是适宜

的。而且,奇异值分解除了提供参数估计外,还提供了有关整个方程组的其他信息,如给出了相

应的特征值和特征向量。用奇异值分解提供的这些信息,就可以对设计矩阵 X 的各列之间的

线性相关性作全面的研究
〔7〕
。

2　迭代加细

给定回归方程的解,可通过所谓的迭代加细过程
〔7, 9, 10〕

来改进其精确度。若在回归方程组

中不存在共线性,则所得到的初始解是高度精确的, 因而没有必要通过迭代加细改进这个解。

若存在共线性,迭代加细就可以产生一系列较精确的解。但迭代加细的收敛速度线性地依赖于

X的共线性程度
〔10〕

,若共线性特别严重, 则可能迭代加细不收敛, 甚至使初始解更加恶化
〔11〕
。

可能得到的不同结论, 如迭代加细收敛但对初始解却无改进、收敛到一个新解或不收敛等等,

可以提供该矩阵 X共线性程度的一个指标。如果对X 用QR 分解求解回归方程, 迭代加细后,

解 B
d没有明显改进, 则应该想到对 X用奇异值分解

〔7〕
。
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迭代加细改进解向量 B
d,使之更好地满足用于模型的条件

X
T
E = 0 ( 7)

该条件表明, 剩余向量 E正交于观测矩阵 X的各列。考虑 u和 z

u = Y- E - XB ( 8)

z = - X
T
E ( 9)

其中E不是由( 1)式计算的, 即不用

E = Y - XB ( 1′)

显然,若 E由上式计算,则 u将为零,故用另一种方法得到 E是很重要的。若B和 E是它们的

精确值,则 u和 z皆等于零。若 u和 z 皆不为零,则该事实就可用来迭代加细 B和 E的估计。

将 $E加到E上, $B加到 B上,代入( 1′)式和( 7)式,分别得

Y - ( E + $E) - X ( B + $B) = ( Y - E - XB) - $E - X$B = u - $E - X$B = 0

即

u = $E + X$B ( 8′)

和

- X
T
( E + $E ) = - X

T
E - X

T$E = 0

即

z = X
T$E ( 9′)

　　因而,给定 B和 E的估计, 计算 u和 z ,对 $E和 $B 求解,则( Bd+ $B)应是 B的更精确的

解,而( Ed+ $E)应是 E的更精确的解。

迭代加细可用在回归方程的解上,而不论初始解是如何得到的。本文将迭代加细用在通过

使用奇异值分解得到的回归方程的解上。

3　迭代加细 SVD回归解

对矩阵 X应用奇异值分解将产生三个矩阵U、D和 V, 有

X = UDV
T
, 　　X

T
= VDU

T
( 3′)

U的各列正交, U
T
U= I, V亦为正交矩阵, V

T
V= I, VV

T = I。还有 X
T
X= VDDV

T 和( X
T
X ) + =

VD
+
D

+
V

T 以及 X的 M oor e-Penrose广义逆 X
+ = VD

+
U

T。

另一个有用的结论是

( X
T
X )

+
X

T
= VD

+
D

+
V

T
VDU

T
= VD

+
U

T
= X

+
( 10)

　　用于迭代加细的方程( 8′)可写为

X$B = u - $E ,　　X
T
X$B = X

T
u - X

T$E
由( 9′)有

X
T
X$B = X

T
u - z ,　　$B = ( X

T
X)

+
( X

T
u - z)

利用奇异值分解的( 10)式, 上式可重写为

$B = X
+
u - ( XT

X) +
z ( 11)

而

$E = u - X$B ( 12)

用作迭代加细的方程可以保留为( 11)式和( 12)式的形式,也可用 u和 z的( 8)式和( 9)式代入,

再由( 10)式和( 5′)式而有

$ B = X
+
u - ( X

T
X )

+
z = X

+
( Y - E - XB) + ( X

T
X )

+
X

T
E
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= X
+
Y - X

+
E - X

+
XB + X

+
E = B

d - X
+
XB ( 13)

其中B
d是 B的标准奇异值分解估计,即( 5′)式。它并不直接涉及到E的估计,尽管( 13)式可写

为 $B= X
+ ( Y- XB) ,说明 $B是X

+ 乘以误差的标准估计。

B的估计可以用下式来迭代加细

Bk+ 1 = Bk + $B = Bk + B
d - X

+
XBk

为使在每一次迭代时的计算减少到最小程度,上式可写为最终的用奇异值分解求解回归方程

的迭代加细公式

Bk+ 1 = B
d - ( X +

X - I ) Bk ( 14)

其中B
d和( X

+
X- I )只需计算一次。然而事实上,通常需要以某种形式得到u和 z ,因为它们给

出算法是否收敛的指标,因而能够确定停止迭代的条件。

对 E的估计,无需用 $E迭代加细, 而可以用 B的迭代加细估计 Bk 由 Ek= Y - XBk 来计

算 E的估计。可以看出, 用这种算法迭代加细的代价是每迭代一次只要作 p
2
次操作( p 为自变

量个数。若包括检测迭代停止条件,则为 2p
2 次操作)。这比直接用奇异值分解计算的代价(每

迭代一次约要作 2np 2+ 4p 3 次操作)要少的多, 尤其当观测次数 n 比自变量个数 p 大很多

时
〔1〕
。

4　比较和讨论

SA S
〔15〕中的 REG 过程和 ORT HOREG 过程都是用来求解回归方程的, REG 用 SWEEP

法,而 ORTH OREG 用 QR 分解; GAUSS
〔5, 9〕
中的 OL S 过程用来计算最小二乘回归, OL SQR

过程用 QR 分解计算回归系数, SV D 过程计算矩阵的奇异值, S VD1 过程计算矩阵 X的奇异

值分解 X = U D V
T。

奇异值分解估计和迭代加细估计都比由 SAS 中的 REG过程产生的有关估计更为精确,

而在大多情况下, SAS 中用 QR 分解的 ORHTOREG 过程产生比用加细奇异值分解过程更为

精确的估计,但在严重共线性的系统中, SAS 中的 ORHT OREG 过程并不能得到所需要的正

确结果。

迭代加细可以改进由奇异值分解得到的回归估计的精度。用奇异值分解可以获得所有的

奇异值,它们提供了有关共线性出现类型的更多的信息, 而且此时再用迭代加细就又可以得到

共线性的诊断度量。
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ITERATIVE REFINEMENT OF SVD

SOLUTION TO REGRESSION EQUATIONS

L�Chunlian
( Department of Bas ic Course, N IM , Nanjing　210044)

Chen Shunhua
( Department of Atmosph eric Phys ics , NIM , Nanjing　210044)

Abstract　In solv ing the reg ressio n equat ions, co llinearity in the desig n matrix can r esult in

inaccurate parameter est imates. T he use o f o rtho gonal m atrix t ransformat ions such as the

singular-value decomposit ion ( SVD) can reduce the effect of collinearity. Also , est imates o f

the reg ressio n coef ficients can so metim es be impr oved thro ug h iterat ive refinem ent . T he ap-

plicat ion of iterat iv e ref inement to the SVD solut ion of the reg ression equations is described.

Results show that iter at ive refinement using the SVD can impr ove regression coef ficient esti-

mates in the cases w here the design m atr ix is highly co llinear.

Keywords　reg ression equat ions, collinearity , ortho gonal deco mposit ion, iterat ive refine-

ment

3693期 吕纯濂等: 用奇异值分解求解回归方程的迭代加细


