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摘　要　研究了强迫耗散非线性临界层动力学,得到了强迫耗散非线性临界层的解

析解。解析解表明,在含有强迫耗散的条件下,非线性临界层仍有“Kelvin 猫眼”, 当

时间很大时, “猫眼”趋于定常。强迫耗散因子对非线性临界层激发的“Kelvin 猫眼”

的涡度场有重要的调制作用。
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临界层是切变基流的线性无粘稳定性分析中的一个共同特征。线性无粘理论所提供的波

动解表明在波速与基流的局地流速相等处存在奇异性,这是由于忽略了粘性、非线性和其他可

能的效应,如非绝热加热、非平行流等等。对于切变流的稳定性问题,临界层的出现通常表示不

稳定的爆发。Stew artson
〔1〕和Warn等

〔2〕分别提出非线性对临界层有重要的意义, 在无粘条件

下,得到了非线性临界层的解析解(简称SWW 解)。此解表明,非线性临界层初始时刻吸收,以

后逐步变为理想反射, 接着又变为超反射,以后围绕理想反射在吸收和超反射之间变化,最后

衰减为理想反射。Beland
〔3〕
应用正压涡度方程模式,对非线性临界层作了数值模拟,与 SWW

解有些相似, 并出现了不稳定。Killw or th 和 M cInty re
〔4〕, Haynes

〔5〕进一步从理论上研究了

SWW 解的吸收、反射和超反射及非线性临界层正压不稳定的影响。Br unet和Warn〔6〕研究了

急流上的 Rossby 波临界层,指出临界层容易在稳定的急流上激发出来。Zim mermann
〔7〕
应用

渐近匹配法, 得到球面上浅水方程非线性临界层的解析解。上述研究均局限于绝热无摩擦的情

况,而对实际大气的 Rossby 波非线性临界层而言,必须考虑非绝热加热和有摩擦的情况, 因

为非线性临界层长时间演变过程不能再视为绝热无摩擦。

本文从强迫耗散的正压涡度方程出发,试图导得解析解, 并确定强迫耗散非线性临界层动

力学特征。

1　基本方程和无粘绝热解

用强迫耗散无辐散正压涡度方程作为强迫耗散非线性临界层模式, 即

5F
5t + J(W,F) +

5W
5x = C̈ 4 (W- W00) ( 1)

式中,F= ¨2W; C为摩擦系数, - C̈ 4W00为涡源项,表示非绝热加热。( 1)式为无量纲方程,已引

入了尺度u
- ～ +y , ( x , y ) ～ + / B, ( t , ( By )

- 1
) ～ + - 1

, W～ + 3
/ B2
。



令 W= - 1
2
y

2 + EU, 　U00 = EU0 ( 2)

( 2)式代入( 1)式, 得

(
5
5t + y

5
5x )¨2U+

5U
5x + E( 5U5x

5̈ 2U
5y -

5U
5y

5̈ 2U
5x ) = C̈ 4

(U- U0) ( 3)

若 x 方向波长与长度尺度相比是很长的(即 kn B/ + ) ,则算子¨2≈
52

5y 2可以引入慢变时间变量

和空间变量

T = Lt , 6 = Lx , L= k+ / Bn 1 ( 4)

( 4)式代入( 3)式, 得

(
5
5T + y

5
56 )

52U
5y 2 +

5U
56 + E( 5U56

53U
5y 3 -

5U
5y

53U
56 3 ) = 0(L2

) ( 5)

( 5)式中已略去强迫耗散项。取初始条件和边界条件为

U= 0, y ≤ y 0 , T = 0 ( 6)

U→ 0, y →- ∞, T > 0 ( 7)

U= Re( ae
i6

) , y = y 0, T > 0 ( 8)

对于线性情况, E= 0, ( 5)～( 8)式的解析解的第一近似对长的时间( T m 1)趋于定常解

U=
Re{ [ A 0f ( y ) + B 0g( y ) ] eiX } , y > 0

Re{A 0h( y ) ei6 } , y < 0

( 9)

( 10)

式中,实函数 f , g, h分别用 Bessel函数定义为

f ( y ) = - Py 1/ 2
Y 1 ( 2y

1/ 2
) = 1 - y lny - ( 2r - 1) y + 0( y

2
lny )

g( y ) = y
1/ 2J 1( 2y 1/ 2 ) = y + 0( y 2)

h( y ) = 2ûyû1/ 2
K 1 ( 2ûyû1/ 2

) = 1 + ûyûlnûyû+ ( 2r - 1) ûyû+ 0( ûyû2
lnûyû)

( 11)

式中, Euler 常数 r≈0. 577 22。实际上, ( 9)、( 10)式也满足( 5)式略去 5
5t、E和 L项所得的方程

y
5
56 ( 5

2U
5y 2 ) + 5U

56 = 0

( 9)和( 10)式中的常数,由下式确定

B 0 = - iPA 0 ( 12)

A 0 f ( y 0 ) + B 0y ( y 0 ) = 0 ( 13)

( 12)式由( 9)、( 10)两式的 U在临界线 y= 0处保持连续得到。而( 13)式是利用了边界条件( 8)

式得到的。

当 T～0( E1/ 2)时, 时间变得相当大, ( 5)式中的非线性项变得有意义, 必须考虑非线性效

应,因此,可取新的慢变时间尺度为

S= E1/ 2
T = E1/ 2Lt ( 14)

则( 5)式化为

5
56 ( y

52U
5y 2 + U) = - E1/ 2 5

5S(
52U
5y 2 ) - E( 5U56

53U
5y 3 -

5U
5y

53U
56 5y 2 ) ( 15)

或

5
56 ( y

52U
5y2 + U) = 0( E1/ 2

) ( 16)

　　当 S= 0( 1)和 y≠0时,由( 16)式得
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U= A ( 6 , S) f ( y ) + B ( 6 , S) g ( y ) y > 0

U= A ( 6 , S) h( y ) y < 0
( 17)

利用边界条件( 8)式,则由( 17)式得

A ( 6 , S) f ( y 0 ) + B ( 6 , S) g( y 0) = a cos6 ( 18)

此时, ( 18)式取代了( 13)式, a是实数。特别,当 g ( y 0) = 0而 f ( y 0 )≠0时, ( 18)式与时间 S无
关,不失一般性,选择( 18)式中的 a使得

A ( 6 , S) = A ( 6 ) = cos6 ( 19)

由 g ( y 0) = 0可得边界 y 0的位置, y 0= ( 1
2 j 1, n ) 2≈3. 671, 12. 305, 25. 875,⋯, j 1, n是 Bessel函

数 J 1的第 n个零点。将( 19)式代入( 17)式,并利用( 11)式, 再代入( 2)式,得

W= -
1
2
y

2 + Eco sX ( 20)

( 20)式不仅在线性阶段结束,而且在整个非线性演变阶段 S= 0( 1) , 甚至在临界层内,即 y=

0( E1/ 2
)内,也给出了总流函数的第一近似。( 20)式对应的流场是一定常的“Kelvin 猫眼”流型,

即 y = ± 2 ( Eco sX - W0 )
1/ 2

, W= W0= 常数, 为流线值。因 y∝E1/ 2
, 可见“猫眼”宽度即为 y∝

E1/ 2
,所以,可引入新的慢变量

Y = E- 1/ 2
y ( 21)

( 21)式代入( 2)式,得

W= -
1
2
EY 2 + EU

并令

U= A ( X , S) [ 1 - 1
2

( E1/ 2lnE) Y - E1/ 2( 2r - 1) Y ] + E1/ 25 ( X , S, Y ) + 0( ElnE) ( 22)

式中, r 仍是 Euler 常数。利用( 21)式, ( 15)式化为

(
5
5S + Y

5
5X )

52U
5Y 2 + E1/ 2 5U

5X + (
5U
5X

53U
5Y 3 -

5U
5Y

53U
5X 5Y 2 ) = 0 ( 23)

将( 22)式代入( 23)式, 得

(
5
5t + Y

5
5X ) F+

5A
5X +

5A
5X

5F
5Y = 0 ( 24)

式中 F=
52U
5Y 2 ( 25)

　　( 19)式代入( 24)式,得

(
5
5S + Y

5
5X )F- sinX

5F
5Y - sinX = 0 ( 26)

由( 26)式得 Y
2 + 4sin2 X

2
= G2。式中, G= 常数。(F+ Y )沿特征线,即等 G线守恒。若 G< 2,这

些特征线是闭合的;若 G> 2,则它仍是周期的; G= 2曲线构成了“Kelvin猫眼”的边界线。由

( 26)式积分可得

( a) G> 2, 0< X < 2P
sin( X / 2) = sn( H, 2/ G) , ûY û= Gdn(H, 2/ G)

F= - Y + G( sgnY ) dn(H-
1
2
GSsgnY , 2/ G) ( 27)

式中椭圆函数 S n、dn 的模是 2/ G。
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( b) G< 2, 0< X < 2P

sin( X / 2) = G
2
sn(N, G/ 2) , ûYû= Gcn(N, G/ 2)

F= - Y + G( sgnY ) cn(N- SsgnY , G/ 2) ( 28)

式中椭圆函数 sn、cn的模是 G/ 2。

由( 27)、( 28)两式可见, 当 S→∞时,F在临界层内不趋于一定常极限, 而在每个( X , Y )点

作周期振荡。对于 u≤2,可设想一个质点具有速度分量( Y , sinX ) ,围绕等值线 u= 常数运动,

并保持(F- Y )不变。轨道的周期是 u的函数。因此,对中等或大的 S值, F成为 X、Y 的振荡函

数。类似地, 对 u> 2,除了轨道不闭合且是周期之外,讨论相似。

2　强迫耗散非线性临界层的解析解

( 2)式代入( 1)式, 得

(
5
5t + y

5
5x )¨2U+

5U
5x + EJ( U,¨2U) = r¨4( U- U0 ) ( 29)

　　将( 14)、( 21)式和( 4)式中的 X 定义式代入( 29)式,得

(
5
5S + Y

5
5X )

52U
5Y 2 + E1/ 2 5U

5X + (
5U
5X

53U
5Y 3 -

5U
5Y

53U
5X 5Y 2 ) = r

~ 54

5Y 4 (U- U0 ) ( 30)

式中 r
~= E1/ 2

r。

( 22)式代入( 30)式,得

(
5
5S + Y

5
5X ) F+

5A
5X +

5A
5X

5F
5Y = r

~ 52

5Y 2 (F- F0 ) ( 31)

( 19)式代入( 31)式,得

( 5
5S + Y

5
5X )F- sinX 5F

5Y - sinX = r
~ 52

5Y 2 (F- F0 ) ( 32)

由( 32)式可见, (F+ Y )沿特征线——等 G线不守恒,即

d
dS(F+ Y ) = r

~ 52

5Y 2 ( F- F0) ( 33)

由( 32)式可重新得到特征线为

G= Y
2

- 4cos
2 X

2
( 34)

当 r
~n 1时, ( 34)式的定常解取为

F= - Y + K ( G) + r
~F0 + r

~F1 ( X , G) + 0( r~2 ) ( 35)

式中函数 K ( G)待定。若 c≤0, 特征线即 G= c是闭合的;当 c> 0,特征线即 G= c是周期的,不闭

合;当 c= 0,特征线构成“Kelvin 猫眼”的边界线。- r
~5

2F0

5Y 2是定常涡源项,取 F0= F0 ( G) ,则
dF0

dt
=

0。

( 35)式代入( 33)式,得 F1的方程为

Y
5F1

5X = 4( G+ 4co s2 X
2

) K″( G) + 2K′( G) ( 36)

当 F1在 X 方向的周期是 2P,积分( 36)式,得

K ( G) = B + - P∫
G

0
du[∫

2P

0
( u + 4co s

2 X
2

)
1/ 2

dX ]
- 1

,　Y > 0
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K ( G) = B - + P∫
G

0
du[∫

2P

0
( u + 4co s2 X

2
) 1/ 2dX ] - 1 ,　Y < 0

在“猫眼”内, G< 0, 必有特征线K ( G) = c= 常数;在“猫眼”边界上和其外部,有 B+ = B - = c。这

意味着 F在 G= 0处连续。

因此,由( 34)、( 35)两式可见, 强迫耗散非线性临界层仍产生“Kelv in 猫眼”。设想以速度

分量( Y , - sinX )围绕 G= 常数的闭合曲线运动的质点,其(F+ Y )随时间不再守恒,它不仅与

K ( G)有关,而且与强迫耗散项 r~F0+ rF1有关。当时间很大时,“猫眼”趋于定常解。强迫耗散因

子对非线性临界层激发的 Kelvin猫眼的涡度场有重要的调制作用,并通过对涡度场的调制,

由F= 525
5Y 2和( 22)式,对流函数也有明显的调制作用, 使猫眼发生变形。对应的基流也产生了

0( E1/ 2
)的变形。还可以确定 Reynolds应力的“跳跃”为

[ uv ] = ( uv ) + - ( uv ) - = [ -
5U
5X

5U
5y ] ( 37)

将( 22)、( 19)两式代入( 37)式,并利用( 25)式,得

5U
5X = 5A

5X = - sinX

5U
5y =

55
5Y =∫

∞*

- ∞
FdY = B( X , S) ( 38)

式中* 表示积分取柯西主值。( 38)式代入( 37)式得

[ - uv ] = - B ( X , S) sinX = -
1

2P∫
2P

0
B ( X , S) sinX dX ( 39)

- uv为E- p 通量的 y 方向分量,表示波能量在 y 方向的传播方向。[ - uv ]表示波能量在 y 方

向的辐合辐散。当[ - uv ] < 0时,临界层有能量辐合,即临界层吸收波能量, 当[ - uv ] > 0时,

临界层有能量辐散,即超反射波能量;当[ - uv ] = 0时,临界层无能量辐合辐散,即理想反射波

能量。因此, 由( 38)、( 39)两式, 根据涡度 F的分布,即可确定临界层吸收、反射和超反射。

3　结　语

本文从强迫耗散无辐散正压涡度方程出发,研究了强迫耗散非线性临界层的动力学。并导

得解析解。由解析解可见, 强迫耗散非线性临界层仍有 K elv in猫眼,当时间很大时,猫眼趋于

定常。强迫耗散因子对非线性临界层激发的 K elvin猫眼的涡度场有重要的调制作用, 从而对

流场的猫眼有明显的影响, 并使基流变形。这些结果对于用非线性临界层理论研究副热带高压

的形成、维持和振荡有着重要的意义。
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PRELIMINARY RESEARCH OF DYNAMICS

FOR A FORCED DISSIPATIVE

NONLINEAR CRITICAL LAYER

Lu W eisong　T ao L i
(Dep artment of Mete orology , N IM , Nanj ing　210044)

Abstract　The dynamics for a forced dissipat ive nonlinear critical lay er is first deal t w ith, at-

taining an analyt ical solut ion of such a lay er , w hich suggests that under the forced dissipa-

tion, a Kelvin cat′s eye em erges in the lay er and the eye tends to be in a steady state as t ime

goes on and the dissipat ive factor has inneg ligible m odifying effects on a vort icity field as the

Kelvin cat′s eye excited in the cirt ical layer.

Keywords　nonlinear crit ical lay er , forced dissipat ion
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