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JM 模型中参数的 B ay e s 估计

秦伟 良
(南京气象学院基础科学系

,

南京 2 1。。4 4)

摘 要 讨论 了软件可 靠性模型—
JM 模型 中故障率比例参数 夕的 Ba ye s 估计问

题
,

分别求 出了在贝叶斯假设
、

杰弗莱原则和共耗分布 原则下参数 口的先验分布
、

后

验分布及相应的 Bay es 估计
,

并对它们进行 了比较和讨论
。

关键词 JM 模型
,

故降率 Ba yes 话计
,

B ay es 假设
,

杰弗莱原则
,

共抚分布

分类号 0 2 1 2

2 Je lin sk i和 P M o ra n d a 〔
‘〕(2 9 7 2 )提出了如下软件可靠性数学模型

,

该模型假设
:

(l) 软件中的初始错误个数为一个未知但固定的常数
,

用 N
。

表示
;

(2) 错误一旦被查出即被完全排除
,

于是每次排错后
,

错误数就要减去 1 ;

(3) 任何时候的故障率都与软件中剩余错误个数成正比
,

正比常数用 0 表示
。

由以上假设
,

在开始时故障率为 死N
。

〕
,

排除一个错误后
,

故障率为 夕[N
。
一 1」

,

以此类

推
。

设 x , ,
x Z ,

⋯
,
x

。

表示相继出现的错误之 间的时间区间样本
,

则 若 有密度为

P(x
,
) = 6 [ N

。
一 (i 一 1 )〕

e x p卜 仁N
。
一 (i 一 1 )jx

‘

} (1 )

在 8
、

N
。

已知时
,
x ; ,

x Z ,

⋯
, x

,

相互独立
,

该模型就简称为 JM 模型
。

本文主要讨论 JM 模型中
,

故障率 比例参数 夕的 B ay
e s
估计问题

,

分别求出了在贝叶斯假设
、

杰弗莱原则和共扼分布原则

下参数 夕的先验分布
、

后验分布及其相应的 Bay es 估计
,

并对它们进行了比较和讨论
。

Bay es 方法认为
,

在进行试验或观测得到样本 x : ,
x Z ,

⋯
,
x

,

之前
,

人们对未知参数 夕含有一

些知识
,

这些知识可以是某种理论
、

以往的经验
、

或是观测者的主观认识等
。

即将未知参数 8 看

成随机变量 (或向量 )
,

从而给出它的一个概率分布 ;r (0 ) 称之为参数的先验分布
。

于是当 O 已

知时
,

样本 x : ,
x Z ,

⋯
, x

,

的联合分布密度 P(x
: ,
x : ,

⋯
,
x

二 ; 0) 就看成是 x , , x Z ,

⋯
, x

,

对 0 的条件

分布密度
,

记为 P( x , ,
x Z ,

⋯
,
二

,

}0)
。

对于 JM 模型
,
x , ,

x Z ,

⋯
,
x

,

对参数夕的条件密度即为

P(x
l ,
x : ,

⋯
,
x

,

1夕)

由 B aye s 公式就可求得

称之为后验分布
,

且有

一 少且〔N
。
一 (‘一 z )j

e x p {一 0习 [N
。
一 (‘一 l)〕x

‘

}

夕对样本 x : ,
x : ,

⋯
,
x

,

的条件分布密度
,

记为 h (0 {x
, ,
x : ,

(2 )

⋯
, x

,

)
,

h (口{x
, ,
x : ,

⋯
, x

,

) =
‘ (夕) P(x

, , x : ,

⋯
,
x

。

}夕)

丁
! (“) , (X

l ,
X Z ,

一
}“,‘“

(3 )

依据后验分布就可对参数 夕作出估计和推断
。

由此可见
,

参数的先验分布的选取是贝叶斯方法的核心问题
,

对于如何选取先验分布有多
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种原则和方法
,

贝叶斯假设
、

杰弗莱原则
、

共扼分布原则就是J’L 种最常用又很有效的原则
。

当分

布确定后
,

对参数常用条件期望估计
,

即

乡一 E (0 】x ) (4 )

为了处理方便引入分布密度的核的概念
。

定义 1 设 f (x ) 是某随机变量 X 的分布密度
,

若 f( x) 一 cg (x)
, :
是与 x 无关的常数

,

g (x ) 是与 x 有关的部分
,

则称 g (x) 为 f (x) 的核
。

记为

f (x ) oc g (x ) (5 )

1 B ayes 假设下 e 的估计

所谓 Ba ye s
假设是指当对参数无信息时

,

参数 夕的先验分布应在 夕的取值范围内是
“

均

匀
”

分布 (包括广义的先验分布 )
.

即以 1 为核

汀 (夕) cc l (6 )

定理 1 在 贝叶斯假设下
,

JM 模型中参数 0 的先验分布应以 1 为核
,

后验分布为以
n 十 1

和 T 为参数的 r
一

分布
,

即 r (n + 1
,

T )

h (8 !x
l , x : ,

⋯
,
x

。

) =
T

” + ‘

r (n + l)
少e x P(一 T 夕) 夕) O (7 )

参数 0 的条件期望估计为
n + l

T
(8 )

其中
,

T
:

证明

艺〔N
。
一 (‘一 1 )〕xi

由 二 (8 ) CC I及 (3 )得

h (夕{x
, , x : ,

⋯
,
x

,

) OC P(x
l ,
x : ,

⋯
, x

二

{夕)

cc 少且〔N
。
一 (‘一 1 )〕

e x p {一 “习〔N
。
一 (‘一 l )〕x

,

}
f~ I f = 1

CC 少e x p {一 了
’

8 }

由 r
一

分布的性质知 h (0 !x
, , x Z ,

⋯
, x

,

) 就是以
n + 1 和 T 为参数的 r

一

分布
,

且其条件期望

为 (n 十 1 )/ T
,

由此定理得证
。

2 杰弗莱原则下 e 的 B ay es 估计

在 贝叶斯假设中
,

如果对参数 0 选用均匀分布
,

那么对 0 的函数 g (0 ) 作参数是否也选用

均匀分布
,

这往往会导致矛盾
。

因为若 夕服从均匀分布
,

则 盯 0) 未必也服从均匀分布
,

杰弗莱

原则则克服了这一矛盾
。

杰弗莱原则认为一个合理的决定先验分布的准则应具有如下不变性
:

按照准则决定 夕的先验分布为 二(的
,

对 夕的函数 酬的 作参数按照 同一准则决定 夕一 g (0 ) 的

先验分布是 凡 (帕
,

则应有关系式
, (夕) = 凡 (夕) {g

,
(夕) { (9 )

若记 I( 0) 表示参数 夕的 Fi sh er 信息量

, (0) 一 E 巨暴ln , (x
, , 二 2 ,

⋯
,
二

, ;。)〕
2

〔月了

(1 0 )

则杰弗莱得到了如下结论
。

定理 2 若 0 的先验分布 武 6) 以 Fi sh e r
信息量 I(的 之平方根为核

,

即
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二 (夕) 二 丫!I (夕) {

则以该准则决定的先验分布具有杰弗莱不变性
〔3 , 。

定理 3 JM 模型中参数 夕的 Fi sh
e r
信息量 I( 的 一 n/ 少

。

在杰弗莱原则下
,

以 1 / 0 为核
,

即 二(0) Qc l / 0
。

后验分布为以
n 和 T 为参数的 r 一

分布 尸 (n
,

T )

(1 1 )

夕的先验分布

h (夕!x
l ,
x : ,

⋯
, x

,

) -

其条件期望估计为

T
月

r (n )
少

一 ‘ e x p (一 T 夕) 夕) 0

乡一子
且恰为 夕的极大似然估计

。

证明 对(2 )式取对数并对 0 求偏导数得

In户(x
, , x Z ,

一
x

二

{0 ) 一
n ln 6 + 习In 〔N

。
一 (* 一 1 )」一 夕{艺〔N

。
一 (、一 1 )〕x

,

}

暴hi , (x
, , x : ,

⋯
,
二

,

}。) 一 鲁一 女〔、
。
一 (* 一 1 )〕x

,

刃
U 花;

(1 2 )

由 x , ,
x : ,

⋯
,

八 相互独立
,

且 xi 服从指数分布得

E (x
f

) 一

告〔
、

。

一 (、一 1 )〕

V a r (x
‘
) 一

{夕〔N
。
一 (i 一 l) ] }

“

I (。) 一 : 〔暴I
n , (x

, , x Z ,

⋯
, x

,

16 )〕
2

〔砚产

n

一E ‘号
一

菩仁
N

。
一 (‘一 ‘’〕X

‘

”

一 E

客
‘〔N

。
一 (‘一 ‘, 〕吞 一

告
,
’

一

客
E ‘「N

。
一 (‘一 ‘, 〕若 一

告
,
“

石
尸 、 , , . 曰 、

, ,

_ 1 ~
,

= ) : [ N
。
一 (i 一 1 ) !

ZE {云 一 告 rN
。

一 (i 一 1 )1 }
“

自 “
’ “ 、 ’ ‘ / J 一 ‘一

’

夕
L ‘

’
。

一习〔N
。
一 (‘一 1 )〕

,
V a r (x

、
)

名 [N
。
一 (‘一 1 )〕

2

犷二 l 趁

一 {夕[N
。
一 (i 一 l)〕}

,
一 歹

:
.

夕的先验分布为

二(口) 二 们五丽丁oc 夕
一 ‘

由(3 )式得 8 的后验密度为

h (“lx
, ,
x Z ,

⋯
,

二 ) oc “
一 ‘
少n 〔N

。
一 (‘一 1 )〕

e x p (一卿 ) oc 少
一 ’e x p (一 T 夕)

由r-- 分布知
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尹 ~ _
: ,

_
。

、
。 、

h L口 {x l ,
x Z , ’

二 ,
x

,

) 一 于布下万护
’

e x P戈一 I U ) U 笋 U
L 、双少

:
·

夕一子
由(1 2 )

,

令其右端等于零即得 0 的极大似然估计也为 n/ T
。

定理得证
。

3 共扼分布原则下 e 的 Bay es 估计

定义 2 设样本 x , ,
x Z ,

⋯
,
x

,

对参数 夕的条件分布为 P (x
, ,
x Z ,

⋯
,

二 {的
,

夕的先验分布
二(脚被称为 P(x

, ,

x : ,

⋯
,

几 !的的共扼分布
,

如果 二(6) 决定的后验分布密度 h (0 {x
l ,
二2 ,

⋯
,
x

。

)

与 ;r (的是同一类型的
。

定理 4 若 夕为以参数为 k 和
r
的 r

一

分布为先验分布
,

夕一 r (k
,

r)
,

即有密度

『(8 ) =
产

厂(k )
少
一 ‘e x p (一 r s) 夕) o

则其后验分布为以参数
n + k 和 r + T 为参数的 r

一

分布 尸 (n + k
, : + T )

h (夕lx
, , x : ,

⋯
,
x

,

)

所以
,

P
一

分布是其共扼分布
。

(r 十 T )
左+ 乏、、卜

, _

r , .

~
、 。二 。 、 。

一 了石奋不履了『
’

一ex PL 一 气r 十
注 少则

口

护 u

因而在共扼分布原则下 0 的 Bay es 估计为
n + k

T +
r

证明 由(3) 式得

h (8 ,x
Z ,

x 。
,

⋯
,

几 ) 沈 0k 一 ‘ e

xp (一 r s)少 e x p (一 T8 )

戈少 + 汤一 ‘e x p [一 (r + T )夕〕

即 h 留 lx
, ,
x : ,

⋯
,

几) 之核为 少+ 乏一 ‘e x p〔一 (T + r ”〕
。

由 r
一

分布得 0 后验密度为

h (0 }x
l , x : ,

⋯
,
x

,

)
(r + T )

。 + 鑫

一 勺 (n + k )
少社一 ‘e x p「一 (T + r )口〕 口) o

由此得在共扼分布原则下
,

参数 夕的 Ba ye s
估计为

夕= E (夕lx
, ,
x Z ,

⋯
, x

,

) =
n 十 k
r + T

定理得证
。

如果把先验分布看成是以前知识的总结
,

那么当抽得一定容量的样本
,

获得一定的经验

以后
,

对参数的分布就有了进一步的了解
,

从而得到后验分布
。

由共扼分布原则知
,

在共扼分布

原则下
,

后验分布只是对先验分布的参数作进一步的修改
。

因此
,

共扼分布原则也是一个合理

的准则
,

其统计意义非常明确
。

4 讨 论

由前面的结论得到了 JM 模型中的参数 夕分别在贝叶斯假设
,

杰弗莱原则和共扼分布原

则下的 Ba ye
s
估计为

n 十 1

一 T
乡

,

~ 芸
,

夕
,

一
1

n 十 k

r + T

(1) 这 3 个估计量中夕
2

就是其极大似然估计
,

当
。
充分大时

,

乡
,

和氏也和其极大似然估计

近似
。
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(2 )对于在共扼分布原则下的 Ba ye s
估计 夕

。

有
:

当
r 一 。 ,

k 一 。时
,

乡
3

就是 氏
;
当

二 一 。
,

无= 1 时
,

氏就是 夕
, 。

(3 ) 乡
。

又可改写为

n 十 k

r + T

r

r 十 T

k

一 十
T n

r + T T

若把 k/ 二
作为 。的先验估计

,

而 n/ T 是其后验估计
,

则 乡
。

恰好为两者的加权平均
,

权重分别为

r / (T + r) 和 T /( T 十 r)
。

(4) 总结以上结论可见
,

当用 Ba ye s
方法对 JM 模型中的参数 夕作估计时

,

r
一

分布是它的一

个合理的先验分布
。
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