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摘要 不变量方法是一 种数字技术
,

该方法对给定长度有限的时间序列
,

可 以构造出

一个常微分方程组
。

该方程组的解在有限时段上的采样值与给定序列重 合
。

观浏研

究是对无法确定 其方程的动 力系统进行的研究 ; 不 变量方法提 出 了动力数值试验 的

可能性
。

关键词 动 力 系统
,

半流
,
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,

宁恒律
,

不变量
,

伴生函数

分类号 P 4 3 7

1 背景和原理
1

.

1 推理科学和实验反问题

物理和力学是推理科学的范例
。

它们是 由物质守恒定律建立数学模型
,

常见的模型就是微

分方程
。

对物质对象的研究
,

转化为对定解问题的研究
;
这是一种近似

,

也是一种抽象
。

概括以上步骤就是科学推理程式
。

这种体系开始于伽利略和牛顿
。

当代科学成就和主流

方法都归结为这种体系的确立
。

近代虽有数学反问题
,

数学模型仍然是问题的核心
,

数学物理的反问题是方程理论的一部

分
。

既使数学模型不确知
,

但也不能对模型一无所知
。

在大气科学 中
,

确有许多重要的问题
,

如 E N SO 现象
,

其模型是无法确定的
。

目前
,

在这方

面的研究
,

除直觉分析外就是统计方法
;无论研究成果如何

,

这总是片面的
。

基于这种考虑
,

我们提出了半数学的反问题
。

不妨称它为实验反问题
。

它们借助于观测实

况估算守恒律
。

1
.

2 动力系统

讨论未知的定解问题 (函数 尸 未知 )

u = P (u
,
t ) (t > 0 ) ; u (0 ) = u 。 (1 )

若给出上面问题的部分解
,

则

L :

{u (t ) ; 0 蕊 t < T } (2 )

不变量方法是企图由 L 构造方程

y = F (y
,
t ) ; y (0 ) = u 。

(3 )

使其解 y (t ) 有 y (t ) = u (t ) ; o 毛 t < T
。

在时段 。镇 t < T 上
,

确有 P (u (t )
,
t ) = F (u (t )

,
t )

。

但这并不表明下式成立

,
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P (v
,
t ) = F (v

,
t ) ; 0 毛 t < T

,

V v

P (u (t )
,
t ) = F (夕(t )

,
t ) ; t ) T

(4 )

上面事实表明了不变量方法的局限性
。

初值问题是具体的动力系统
,

然而动力系统远比初值问题含意广泛
。

本文所提到动力系统

限指常微分方程组
。

对给定的初值
,

常微的解被称为动力系统的一个半流
;
半流与初值有关

。

所

谓动力系统其实是含参数的映射族
,

如 袱 t。
,
t )

:

u( t。) ~ u( t )
。

因此
,

既便给出可数个半流也不能唯一确定它们的映射族
;
也就是借半流不能唯一重建动

力系统
,

这是就数学意义而言的
。

在应用中允许对半流和系统作近似考虑
。

如果初值段 (2) 式充分长
,

即 T 足够大
,

由不变

量方法构造的 (3) 式可以指望 (4 )式成为近似等式
。

因为描述实况的方程 (l) 常不复杂
,

指望在

时段外有限范围内有 p (u (t )
,
t ) = F (夕(t )

,
t ) + 。(t ) ; T < t < T

, 。

L 3 动力假设检验

熟知
,

高阶方程式或非自治常微组
,

均可等价地化成 自治的一阶组
。

例如
,

如下两个方程

(组 )等价
·

。 ,

八 、 {
u 一 p (u

, v )
“ 一 f 气“ , L / 刁 \

.

不失一般性
,

以下仅讨论 自治一阶组

!
“ 一

炙{
“ , 刀 ,

‘

{
飞

刃

一丫
’“ ’

w
几

L ZL ,

= 八 气u * 刀 , 了习 夕

甚至还可以假设
,

在 (5) 式中
,

至少有一个解是已知的
。

例如 已知 w (t) 三 t
,
t ) o

。

动力假设检验有两重含意
,

检验不变量方法的可靠性
,

考查函数间的相依关系
。

分别说明

如下

(l) 可靠性检验 对未知定解问题 (l) 式
,

给出初值段即 u( t) 在 0 毛 t < T 上的值
。

把初值

段分成两部分 I
, : o ( t < T

, ; 1
2 :

T
,

镇 t < T
。

借 I ,

上初值作出 (3 )式
,

求解 (3 )式并估算
。 = }

u (t ) 一 y (r ) l
; t 任 1

2 。

若
。
在 1

2

上取值过大
,

另行构造 (s )式
。

(2) 函数的相依性检验 某物质系统 S 为坐标函数
u 、 v 、

w 所确定
,

坐标函数被未知的常

微组 (5) 式所约束
。

对未知的常微组 (5) 式可作如下假设
,

例如

{
“ 一

炙)
“ , 公

{
〕

“

一丫
’“ , 、

L t‘
= 八 气u , 刀 , 刀口少

(6 )

(6) 式是 (5) 式的特殊形式
,

对 (6) 式的前两个方程可以独立使用不变量方法
。

特别地
,

由 “ , v 的

方程消去
v , u
将满足一个未知的二阶方程 应一 F (滋

,

u)
。

因此称
u
是 S 的二阶分量

。

显然
,

分量阶数低表明该分量独立性强
。

作这种鉴定对大气科

学中的观测研究极为重要
。

称形式 (6) 为动力学假设
。

检验方法与前述可靠性检验相 同
;
在 1

1

上按形式 (6) 用不变量

法
,

预测结果与 I
:

上已给初值比较
。

这种检验是实验性的
,

因为不变量方法本身也是实验性的
。

在说明不变量方法之前
,

有必

要再次陈述如下看法
。

面对大量无法用传统数学处理的问题
,

自然会产生半数学的方法
;不变

量方法便是一个例子
。
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1
·

4 不变量方法的原理川

不变量方法是反向利用一阶偏微分方程的特征理论
。

本文旨在陈述形式方法
,

所以按函数

形式说明
,

在实用中所谓函数实为数列或多维数组
。

考虑如下未知方程 (如前 (5) 式 )

{
称为 (5) 式的不变量

,

或称为解函数 黔
、

u = P (u
, v ,

w )

公= Q (u
, v ,

w )

w = R (u
, v ,

w )

v 、

w 的不变量
,

指非常数函数 A
,

把 (5) 式的解代入有
、J
J、,j

内了O口
2.、了‘

A (u (t )
, v (t )

,

w (t ) ) = e o n s t

d A 从 二 从 二 从
.

丽 一 丽
“ 十 丽

刀 十 扁w 一 U

日八 ~
二二一厂 +
记力才

从 ~
下一叼 十
口咤夕

日八 _

二- 代 一 U
〔左刃

(9 )

熟知
,

(5 )式为 (9) 式的特征 (线 )方程
。

方程 (9) 的解曲面 A ~ co n st
,

由(5) 式的解曲线 H

织成
,

即 月 {u (t )
, v (t )

,

w (z ) ; t ) o }
。

如果另有不变量 B
,

特别要求满足条件

S (A
,

B ) = d e ts (A
,

B ) 笋 0 (10 )

扒一面招一而一扒孤招一撇

矩 阵 S 或其行列式是在点 (u
。 , v 。 ,

w
。
) 邻域内取值

。

此时称 A
,

B 关于
u , v 在点 (u

。 , v 。 ,

w
。
) 邻

域内函数独立
,

以下简称为
“A B 函数独立

” 。

由 A
、

B 得到方程组

} M
_

.

扒 ~
.

胡
} 百一厂 十 百一

叼 + 万一

之椒 dV 蒯
} 刁5 ~

.

刁5 ~
.

JZ弓
} 百一厂 十 又 , 叼 十 二一

L
理九班 ‘月口 吐左口

(1 1 )

R = O

进而解出 尸
,

Q

(二)一
“一 (A

,

B ,

磊(且)
R

(1 2 )

(1 2) 式称为演化方程
,

S 或 S
一 ’

称为演化矩阵
。

不变量方法的应用
,

都关系到演化方程和演化

矩阵
。

特别指明
,

在应用中
,

初值段是以观测序列给出的
,

该序列又称时间序列

}!
·

{
: “1 ’ “” ”” “”

( !
刀

介
’ 刀” “ 2 ’ “” 刀 ’

L 、w 少 :
w 一 w

Z , ”
’ ,

w
,

(1 3 )

因此
,

计算不变量常由序列 (1 3) 入手
。

从数学上看
,

初值段 (2) 式与序列 (1 3) 有本质的不同
;
在

应用意义上
,

它们又是一致的
。

L S 演化方程的不变性

这里不严格地罗列一些结论

(l) 方程 (5 )有无 数个 不变量
,

它 们都是 方 程 (9) 的解
,

显 然
,

若 A
,

B 为不变量
,

那 么

F (A
,

B ) 也是不变量
,

其中 F 为光滑二元函数
。

(2 )对三个未知函数的方程 (5 )
,

在任一点 (u
。 , v 。 ,

w
。
) 处任三个不变量 A

,

B
,

C 必然函数
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相关
。

对不变量 A
,

存在多个与它函数独立的不变量 B
。

因此
,

若 A
,

B 在某点邻域函数独立
,

那么该邻域内其他不变量 C 必有

C 一 F (A
, B )

C 在点 (u
。 , v 。 ,

w
。
) 邻域内

,

A
,

B 和 C
,

D 为两对函数独立的不变量
,

则有

、一 (,
,

。)

磊(盆)
一 : 一 (C

,

D ,

磊(且) (1 4 )

上式在点 (u
。 , v 。 ,

w
。
) 邻域内成立

。

这是演化方程的不变性
;
即演化方程 (1 2 )不因选用的不变

量不同而不同
。

如上结论
,

对光滑函数
,

方程 (5) 和 (9) 的全面解存在且光滑的条件下是成立的
。

还应指明
,

如上结论对方程 (5) 的理论不变量或者说是方程 (9) 的解成立
。

不变量方法所构造的不变量可

能是未知模型 (5) 的理论不变量
,

也可能是不同意义下的近似不变量
。

在使用不变量方法时应

该明确这种差异
。

演化方程将作如下变形

一
s
一

“‘
,

“ ,

彩)
、

‘+ l
一

(:)
‘
一 “一 (A

,

B ,

悬(盆)‘

(1 5 )

(1 6 )式是近似关系
,

△u ,

= u , + ,
一 u , 。

此式表明
,

若已知
u , v ,

w 在 t‘处取值
,

即
u ‘,

后
,

由(1 6) 式估算出 认 十 , , v 、 1 。

这里假定 w 、
,

是确知的
。

(1 6 )

v ‘ ,

w
‘

给出

至此
,

不变量方法的意义明确了
。

这里
,

S
一 ’

将随
u , v ,

w 取值不同而不同
;它相当于动力

系统的演化半群元素
。

注 意到演化方程的不变性
,

在使用关系 (1 6) 时
,

不变量允许随时更换
,

选择不变量使其

S
一 ‘

(常义的)的病态性小
,

以提高估算效果
。

从几何角度来看十分清楚
,

就是使曲面 A 一 co ns t

和 B ~ co ns t 在该点近乎正交
。

2 不变量的计算
本文所指的不变量

,

是
“

时不变
”

的量
;
如保守系统的总能量

。

例
,

令
u (t ) = e ‘ , v (t ) = t ,

+ t + l
。

由 t = In u (u > o ) 得到如下不变量

A (u
, v ,

t ) = t Z + In u 一 v 三 l

B (u
, v ,

t ) = (In u )
2

+ t 一 v 三 l

一 1

一 1U

1rn

, .1一“
.卜别

9曰一U
一一

、.尹

BA
了.、

S

, 。 , ‘ 。 、

1
, . 。 . 、 ,

_ , , /

-
、

d e t O L直声 ) = 一 气In
‘材 一 1 ) 7

二 U 气“ 于‘ 丫 e 少

在此
,

变量 t 可以理解为 (5) 式中的 w
。

2
.

1 序列不变量

应用中给出的初值段
,

只能是长度为
n
的序列 (1 3)
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{
(u )

: u l , u Z ,

⋯
, u ,

(v )
: v : , v Z ,

⋯
, v ,

(w )
:
w

: ,

w
Z ,

⋯
,

w
。

此时不变量由下式定义

A (u
‘ , v ‘ ,

w
‘
) = e o n s t (1 7 )

不变量的两种定义(7) 与 (1 7) 式在数学上有本质差异
;在此将不作计较

。

对有限区间上的

函数

{u (t )
, v (t )

,

w (t ) ; 0 镇 t ( T } (1 8 )

可以把 [0
,

T ) 分划成几个等间距点
,

取函数在分划上的采样值即得到序列 (1 3 )
。

对初值序列 (1 3 )
,

可以精确地求出按 (1 7 )式定义的不变量
;
并可 以确保两不变量 函数独

立
,

方法见下文
。

对以 (2) 或 (18 )式给出的初值段
,

可以按如上方法
,

即分划 「o
,

T ) 成序列 (1 3 )
,

再用初值

序列方法求不变量
。

当然对初值段而言已作了近似
。

2
.

2 伴生函数和伴生序列

伴生函数是构造不变量的关键概念
。

伴生函数的选取十分任意
,

初看容易使人误解
。

这里

再 一次强调演化方程的不变性
,

不变量的选取尽管自由
,

但不影响估算结果
。

取非常数的光滑函数 f (x
,

y
,

z)
,

将初值函数代入其中
,

得

Q (t) = f (u (t )
, v (t )

,

w (t )) (1 9 )

称函数 Q (t ) 为初值段上的伴生函数
。

例如
,

取 f (u
, v ,

w ) 三 u ; f (u
, v ,

w ) 三 v ; f (u
, v ,

w )

一 u Zv
等等

。

总之
, u (t ) 等也可以当成一个伴生函数

,

因此
,

只讨论伴生函数列即可
。

由任一光滑函数列 人
,

九
,

⋯
,

几
,

⋯
,

作出一列伴生函数 Q
,
(t)

,

Q
Z
(t)

,

⋯
,

Q
。
(t)

,

⋯
。

若把初值段
u (t ) 等换成初值序列 (1 3 )

,

伴生函数变成了序列
,

称为伴生序列

q ‘ = f (u
, , v ‘,

w
,

) ; i = 1不

记第 h 个伴生序列为

q *
,
2 ,

⋯
,

q ,
,
. ; k 一 1

,

2
,

⋯

q 12

⋯ q l,

q 22

⋯ q Z,

(2 0 )

1111气玉,‘qq

(q )
: q ,

.
1 ,

由 m 个伴生序列构成矩阵

W
用
=

若取 m > n ,

在 W
‘

Lq . z

中必有若干个行相关组
。

习瓦(令 ) 一 习b, 。, ‘

例如前 尸

q , ,

)

行为相关组
,

则

一 习b
,

无(
u ‘ v ‘,

w
‘
) = 0

A (u
‘ , v ‘ ,

w
‘
) = 艺。

,

九(
u ‘ , v 、 ,

w
:

)
,

‘一石

不变量的解析表示为

A (u
, v ,

w ) 一 艺,
,

式(
u , v ,

w ) (2 1 )

显然
,

从 W
“

中可以找到许多不变量
。

若更换伴生函数
,

又可得到新的不变量
。

如上作法十分有趣
,

对处理应用问题具有启发性
。

如力学中的经验公式
,

是科学家从大量
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实况观察中拟想出来的
。

在挑选伴生函数时
,

大可发挥人的直觉能力
。

如果序列 (1 3) 过长
,

即
n
充分大

,

那么可以借助有限傅氏变换 (或其他变换 )方法作近似估

算
。

这种方法还可以处理初值段上的问题
。

简述如下
,

取 「o
,

T ) 上某完备基 {电 }
,

使得

人 (u (: )
, v (t )

,

w (: ) ) 一 Q
,
(: ) 一 习S乡电 (t )

Q
,
(t )

对 m 个伴生函数
,

展开到 P 项中得

J思 1

~ (S 全
,

义
,

⋯
,

S幻

髯凡
.

公凡髯一心又又
.

必

W
.
=

由 W
’

构造近似不变量方法同前述
。

处理长序列借助有限傅氏变换法
,

此处不再赘述
。

3 结 语

本文阐明了不变量方法的背景
、

原理和步骤
,

有意忽略了细节说明
。

严格地讲
,

这种方法尚

存在许多值得讨论的数学问题
。

作者在此借以抛砖引玉
,

以期与同行共同深入研究
。
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.

O bs e r v a tio n a l s tu d y

a im s a t the a p p r o a e h t o a d y n a m ie sy s t e m w h o s e e q u a t io n 15 u n d e t e r m in ab le
.

T h e m e th记 p r e
-

s e n t e d o ffe rs like lih以x l to e a rr y o u t n u m e r ie a l e x p e r im e n ts in a m e t e o r o l娘ie a l e o n t e x t
.

K e yw o r d s d y n a m ie sys t em
, s em iflu id

,

fir s t
一o r d e r p a r t ia l d iffe r e n tial e q u a t io n

, e o n s erv a tio n

la w
,

in v a ria n t q u a n t ity
, a e e o m p a n yin g fu n e t io n


