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摘要 证 明 了如下 结 果
:

设 G 是阶 为
, , () 1 1 )的 3

一

连 通 图
.

若 对 G 的 所有 距 离为 2 的

项 点
u

、

v ,

都 有 d (u )一 J 行
·

) )
, , 一

l 或 }N (“ )自N (: , ) })
a
十 1 或 IN (u ) U N (:

.

,

) I)

, ,
一 a十 1

.

员IG 是 Ila m ilt o ,、

连 通 的
。

除 1卜‘ 属于一 些特殊 图 类
。

关键词 H 。m llt ol :

连通
.

独立数
,

最中度
.

简单 元向 图

分类号 0 15 7
·

5

l 结果陈述和证明预备
本文只讨论简单无向图

.

文中未定义的记号和术语见文献 [ l〕
。

设 G 是图
,

用 }G }表示 G 的顶点个数 ; 如 G 是路
.

则 !G I表示路 G 的顶点个数
。

设 P 是路
,

把 P 上顶点按次序排列
,

可表示为 P ~ v : v Z

⋯⋯ 二 , ,

其中 v :

称为始点
, v ‘

称为终

点
,

定义 。 ,

~ v . :
(i ~ 2

,

⋯
, t )

, v厂一 v一 :
(i ~ 1

,

⋯
, t 一 1 )

。

定 义一类图 C (: , , ) :

对任意图 G 〔百(: ,
t )

,

v (G ) 一 v ,

U V Z ,

}v
:

}~
r ,

G [V
:

〕是任意一个

图 ; v Z
= v Z ,

U v 2 2

U ⋯ U v Z, ,

对任意 j (l毛j镇 , ) ‘ [ v
Z ,

〕望犬
:

或望尺
2 ,

且 V Z

中每个顶点都与

V ,

中所有点相邻
,

或 只有一个点与 V ,

中 。一 l 个点相邻
,

其余的点与 V ,

中所有点相邻
。

文献 [ 2」中证明了如下定理
。

定理 1 :

设 G 是
, :

阶连通图
,

具有独立 数 a ,

如果 G 中任何一对距离 为 2 的点
u 、 v

都有

IN (u )门N (v ) l) a
.

则 (; 是 Ila m ilto n 连通的
.

除非 G 同构于 G
‘

(a
.

a )
。

本文讨论 3
一

连通图
.

结合度和条件与邻域并的条件
,

同时加强了邻域交的条件得到如下

结论

定理 2 :

设 G 是
, , () 1 1) 阶 3

一

连通 图
,

具有独立数
a

.

最小度 a
。

如 果 G 中任意一对点
u

并 二
.

当 J (。
.

: ,

)一 2 日士
.

都 有 J (u ) + J (: ))
, , 一 1 或 4N (:‘ )自N (二 ) l)

a
十 l 或 IN (,‘) U N (。 ) })

, , 一 a 一 1成立
.

则 G 是 月
一

i生通的
.

除非 “ 属于 己(。
.
。 )或 乙 (。 一 1

. 。 )
。

以上两个结果是不可比较的
。

为了证明定理 2
.

先证几 个引理
.

讨论非 H
一

连通图的一些性质
。

设 G 是
, ,

阶 3
一

连 通 图
.

G 不 是 H
一

连 通 图
.

独 立 数 为
a ,

最 小 度 为 a
,

则 存 在 两 点
。

护
: 少
任 V (G )

.

使最长的
“ 一 :

·

路 P 不是 1 1。 n 、il t o n

路
。

设 P 一 : , , 二 :
⋯

: ) , .

其中 二 ,

一
u . 二 一 v 。

令 B

是 G 一 v (p )的任一连通分 支
.

N
,
·

(B )一 {二
, . , 71 , · ·

⋯
:

,‘.
、

。

若
。 , 二 中只有一点与 B 相邻

·

则记与 B 相邻的点为
“ ;

若
。 、 。

都与 B 相邻
,

则 二。。 一 ,

不存
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在
。

为了叙述方便
·

仍设 N 一 {v
, , 一 : ·

二
: 一 , · ·

⋯ v,
。 一 :

}
·

则 }N
一

}~ m 或 m 一 1
。

得出一 些与文献

〔l」
‘

朴引理 4 平行的书仁质
。

性质 l :

对所有 二 〔 V (B )
.

N
一

U {川 是独立集
。

性质 2 :
i泛

u
, , u ,

任 N
一 (i< ] )

,

则对任意 。〔 v : P u

二有
u 。钱E (G )或 u ,

a, 一

任E (G ) ; 对任意

。〔
u 一 P u 少 ,

有
u

,

。钱 E (G )或 “ ,
。 钱E (〔; ) ; 又

、

t任意 aJ 任
u

厂I
, : , , ,

有
u .

。 钱E (G )或
u ,
。任E (G )

。

甲上质 3 :

对任意 “
,少

一 任N
一

及任一与
:

,·,

丰}I邻的点
; ,

〔 V (B )
,

有 }N (v
·, 一 ,

) U N (二
,

) l簇
, :
一 a

。

证 攀l月几个引理
:

引理 1 :

对任意 二
, 一 l
任 N

一

及任意与 二
,

相邻的点 二 ,

任 V (B )
·

有 d (x
夕

)十 d (二
, 一 , ) < n + l 且

IN (,
,

)门N (。
, , 一 , ) l<

a
+ 1 11 IN (;

, ,

) U N (: , ,

十 1 ) I<
, , 一 占十 l

。

证明
:

由性质 l
·

d( ‘
,

)十 d( 叭
,

十 l )簇 }V (B ) }一 1十 m 十
” 一 }V (B ) }一 }N

一

}簇” 。

又由性质 l 得
a

) IN
一

1‘ l)
, , , 。

再山 N (二、)自N ( , ,
, , 一 , )里 V (p )得 IN (

“
, ,

)门N 物
, 一 , ) I

褪 }N
, (B ) }一

, , ,

<
a
一 l

。

性质 3 说明 IN (二
,

) U N (:
, ·, 一 , ) I<

, , 一 a + l
·

引理 2 :

对任 意 二半 夕 任 N 一 有 J ( ; ) 未 d (y ) <
, ,
丰 1 且 }N (二 ) 门N (y 川 < “ 十 1 且

】N (二 ) U N (少 ) }<
, , 一 a十 l

。

证明
:

山性 质 2
.

必
·

(二 )二必
,

(y )蕊 }V (P 川十 1
。

因此由 P 最长得

d (, ) 十 d (少 ) 簇 (, 孟一 }V (P ) } 一 ! V (B ) }) ( }V (P ) } + l) 簇
, :

<
一,

+ l

对任 一点 二 〔下
厂 (B )有 d (二

。

)簇 }V (B )I 一 1 +
, n 蕊 }V (B )I 十 }N

一

l
。

再由性质 1 可以得到

}N (二 ) U N (夕 ) }簇
, : 一 }N

一

}一 }V (B ) }镇
, , 一 d (x

《

) <
n 一 a + l

证明 }N (x )门N (y ) !< a + l :

设 N (x )门N (y )一 {y
, ,

y Z , ·

⋯ y .

}一 Y
,

Y 一 (y
. : y

.

任Y }
。

若 y L
~ “ ,

则 y ;

不存在
。

所以

}Y I) 。 一 l
‘

对任一 x
。

任 V (B )
,

证明 {x
。

}U Y 为独立集
。

由性质 l
, J、、和 Y 中任一点不相邻

,

另一方

面
,

若存在 y , ,

少
,

〔Y (P 铸 .]) 使得 y , y
。

〔 E (G )
.

则类似 [ 1」中引理 4 (5) 的证明得更长
“
一 v

路
,

与 P 最长矛后
.

所 以有 I{二、 }U Y I簇 a ,

即 }N (x )门N (y ) }<
a
+ l

。

引理 3 :

对任意 二护y 任N
一 ,

有 dl. (x )十 dl. (妇镇 }p }斗 1
。

由性质 2 容易证明引理 3
。

2 主要定理的证明
证明

:

设 G 是满足定理 条件的图
。

若 G 不是 H 连 i函图
.

则存在两点
“

井二 任v (G )
.

使 6 中

最长的 u 一 v 路 P 不是 Ila n 飞ilt o : 1 路
。

/J\ l宝是 G 一 V (P )的任 一连通分支
。

首先由引理 l
、

引理 2 和定理条件可得如下推断
:

推断 l :

对任意 二井y 〔 V (‘ )
.

当 d 行
.

-v) ~ 2 日寸
.

有 d( 动 十山妇 一 , , 一 l 或
, , 。

推断 2 :

对任意 , 二
、

,

e N
一

U 行
,
、(其中 孔 〔 V (B )为任一与 二

,

相邻的点
·

J 一 卜一 l,l )
·

则

有
.

d (x )十 d (y )一
, , 一 1 或

, , 。

类似于文献 [3」中几个断言的讨论
,

可以得到
:

若 G 不是 H
一

连通图
,

则在定理 条件下有

}尸】一
, , 一 1 或

, : 一 2
.

即 }B }一 1 或 2
。

现讨论 B 中点的度数
。

设 x 任 V (B )
,

则显然有
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d (J ) 、 .” . +

合
( .“一

l)
(1 )

同时有 IN 声(x ) }) 2
。

这是因为
:

当 }B }~ l 时
,

因为 G 是 3
一

连通的
,

所以 IN
。 (B )l ) 3

,

所

以 }N 声(x )l ) 2
.

当 }B }= 2 时
,

设 y 并 x
,
y 任 V (B )

。

若 }N 声(x ) !一 1
,

则因 G 是 3
一

连通的
,

必有

u x
、v x 〔 E (G )

,

且 d (x ) ~ 3
,

且有 v ,

钱 {“
,

v}
, v ,

任P 使 v, y 任 E (G )
.

因 d (x
, v :

)一 d (y
,

叭
一 :

)一 2
,

由推断 1 得 d (x )十 d (v
:
))

n
一 1

,

d (y ) + d (v
, 一 l

) )
, :
一 1

,

又

由 引理 3 得 d (v :
) + d (v , 一 :

) ~ d
,
(v :

) + d ,
(v , 一 ,

)簇 }p }+ l =
, : 一 l

。

所 以 d (y ) ) 2 (
。 一 l ) 一 d

( x ) 一、(二 :
)一、(v , 一 :

) ) 2 (
, , 一 1 ) 一 3 一 (, :

一 1 )一
, : 一 ;

,

因 , ) 1 1
, ,

所以 J (, )> 杏
(, :

+ 1 )与 (l )
’

一
’

一
’ 一 ‘

一
、 一 J 一 ‘

一 一
、

’
- - 一

、
” 一 ”

‘ ’

~
‘ ’

一 一 ” “ ’
~

’

一
、

J 一

2 ”
一

’

-

式、(, )、 2 +

告
(

, !
一 3 ) 一套

(, :
+ l )矛盾

。

‘

这说明 }N 石(x ) }) 2
,

因此有 v 一 ,

铸v,
, :
任 N 声(x )

.

由推断 2 及引理 3 得
: d (x )+ d (v一 :

)任

N 声 (x )
。

由推 断 2 及 引 理 3 得
: d (x ) + d (认 一 :

) )
, :
一 1

,

d (x ) + d (v,
一 :

) )
, :
一 1

,

d(
v , 一 :

)+ d( 劝
一 ,

)簇d ,

(v
, 一 , )十 d ,

(v
, 一 : ) + }G 一P 一 B }蕊 }P }+ 1 + }G 一 P 一 B }

,

所以有

d (x ) ) ” 一

对 尸 和 B 分情形讨论
。

情形 1 :

当 IP I一
, : 一 l 即 IB I= l

1
, .
。

⋯
。 。 。 .

3
、

: 丁 L 11
’

l 十 IV 一 f 一 力 . 一 二丁 少
乙 乙

(2 )

设 二任 B
,

则由(1 )式得 、(二 )镇 }B !+ 冬( }p }一 1 )

‘

一冬
, ,

由(2 )式得
‘

d (x ) )
, : 一 粤( }p } 十 }G 一 尸 一 B I) 一

乙

3 1
, ‘ 、

二丁 -
.
二户L儿 一 乙少

乙 乙

l一2
所以 d (x ) ~ 或冬(

, : 一 1 )或喜(
, : 一 2 )

。

“
( 1) 当 d (x ) ~ 时

,

N
。
(x ) = <v :

(= u )
, v 3 ,

⋯
, v .

独立集
。

再由推断 2 可得 S 中任两点度和为
, : 一 1 或

, :

(2 )当 、(x )一冬(
, ,
一 1 )时

, 。 、 。 中至多有一个与 二

、
一
一 一

、

一 2
、

‘
’ 一 ” 研 ’

一
、 一 ’

一 一
’ J ’ J 一

l) 若 u 、v 中有一个不与 x 相邻
,

不妨设 v x 任E (G )

:
(一v) }

,

而 S ~ 《x
, v : , v . ,

⋯
, v一 :

}为

, , 二 ~ ~ 一 二
,

1 1
、

、

所以 妇 漓士 b 灭万
护, ,

下
护王) 一 b 气a

, a 少
。

乙 ‘

不相邻
。

,

则 N
。
(x ) ~ 哎v

,
(~ “ )

, v : ,

⋯
, v 。 一 2

而

S 一 {x
, v : , v 。 ,

⋯
, v . : , v . : (一 v )} 是独立集

.

再 由推断
,

~ ~ ~ 一 ,
,

1
,

乙 下号 b 润了 b 叹百
L ”一 l )

,

喜(
, :

+ 1 ) )

乙

= 己(a 一 l
, a )

.

2 )若 u x
、 。x 任E (G )

,

则存在 i
,

使得 v ,

x 任 E (G )
, v . _ , x 任E (G )

, v ‘、 Zx 在E (G )
, v ‘十 3 x 〔 E

( G )
,

则 N
,
(x ) = {v ,

(~ u )
, v : ,

⋯
, v , , v t _ 3 ,

⋯
, v . :

(= v ) }
,

而 S ~ {x
, v Z , v ; ,

⋯
, v i + : , v i 十 ; ,

⋯
,

v . 2

}为独立集
. 再由推断 : 得 G 属于 ‘(冬(

; : 一 l )

‘

李(
, :

一 ) )一‘(。
, 。 )

。

艺

‘3 , 当 d ‘X , 一

告
(

, ! 一 2 )时

1) 若
“x 任 E (G )

, 。x 任 E (G )且存 在
,

使得 v
。

x 任 E (G )
, v一 , x 去 E (G ) (z = l

,

2
,

3 )
,

认 , ‘x 任 E (G )
,

则 N
。
(x ) ~ (v ,

(~
u
)

, v 3 ,

⋯
, v , ,

认 _ ; ,

⋯
, v . : , v . ,

(一v) }
,

而 S 一 {x
, v Z , v ‘ ,

⋯
,

。一 : , v , 一 、 ,

⋯
, v . 2

}为独立集
。

由推断 2 知 S 中任两点度和为
, :
一 1 或

n ,

所以 S 中每个点必与

咬认
, 2

}U N
,

(x )中所有点相 邻
,

由 P 的最长性必有 v . _ , 认 , :

任E (G )
,

所以 S U 哎认十 3

}也为独立

集 于是 G 属于 ‘(喜
, ,

‘

,

合
, :

, 一“
“ , “”
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2) 对 其余情 形
,

因 为
n

) 1 1
,

则 d (x ) ) 5
,

所 以 存 在 二 、 ,

护 v, 一 :
任 N 万 (x )

,

使 得

一 _ . , 、 .

1
,

_
、 . , 、

,
. 、 , , 、 .

1
, ‘ 、 。 。

, , 、

二
, 、

/ 。

d ‘刀
, 一 :
’簇 IN

,
‘x ’I一言‘

n 一 “’
,

J ‘v
, , 】
’成 IN

,
‘x ’t一言‘

” 一 “’
,

即 d ‘v
! , :
’+ J ‘v

, 一 ,
’簇 n 一 “

。

而由推断 2 可得 d (认
一 :

)+ d( v, 一 ))
”
一 1 矛盾

.

情形 2
:

当 .P I~ n 一 2
,

IB I= 1
.

设另一分支为 B
: ,

则 }B
:

}~ 1
.

设 二 l

任。
,
二 :

e 。
, .

则 由( 1 )式得 J (x :
)镇 10 1+ 喜(I: l一 1 )一冬( , 一 ; )

,

由 (2 )式 得
~ 一 皿

、 一
’

一 ‘
、 一” 乃 J

囚
、

“ ~
” J 一

、

一 ’

~
’
一 ” 2

、 ’ 一 ‘ 一

2
、

’
- 一 ’

一
’

一
’
一
”

‘

J (X
l )) 一告

( }“ . + .‘一”一” . )一

普
一

告
(一

2 )
,

所以 “(X
l

, 一

合
‘一

‘, 或
告
‘一

2 ,
。

“(X
Z
)一

告
(一

1 , 或
告
‘” 一 2 )

.

因为 · 为正整数
·

度为非负整数
,

可推出

d (x
:
)
一 d (X

Z
) 一

告
(

, :
一 1 ) 或
合

(
, : 一 2 )

( 1 ) 当 J (二
:
) 一 、 (二 2

) 一 冬
乙

(
, : 一 l ) 时

,

N
。
(x :

) ~ 弋v
:
( = u )

, v : ,

⋯
, v 。

同理

v ) }
,

且 N
l
(x

Z
)一N

。
(x

,
)

.

而 S ~ <v Z , v 。 ,

,’’
, v . , ,

x , ,
x Z

}是 独 立 集
.

再 由推 断 2 可 得 G 属 于

‘(李(
, , 一 l)

,

李(
, :

+ l ) )一‘(。一 l
, 。 )

。

一
’

2 ”
- 一 ’

2 ”
- 一 ‘ ’

一
’

(2 )当 “(二 :

)一、(x Z
)一冬(

, : 一 : )时
,

因为
, : ) 1 1

,

则 J (x
, )) 5

.

所以存在
二‘、 ,

护 v J 、 :

护 v . 十 ,

、
-
一 一

、

一 ‘ ’ 一
、

一 ‘ ’

2
、 ’ .

一 一 J ’

~ ~
‘ ’

一 一
’ ‘ , ‘ 一

、

一
‘ -

一 一 “ ’

一”
‘

一
一

”
’ ‘

任N 石(x
,
)

.

认 一 , 、 v , 一 , 、

v.
一 ;

中至少 有两 个不 与 x :

相邻
,

不妨 设 认 一 :

和 劝
、 :

不与 x :

相邻
,

则

d( 认一 :
) + d( 劝

一 :
)镇ZI N

,
(二

:
) }一

, : 一 2
.

再由推断 2 可得 d (v . 、 :
)+ d (劝+ :

)) n 一 1 矛盾
.

情形 3 :

当 }P }一
, : 一 2

,

】B }~ 2
。

设 二 ,

, 二:
。 B

,

则 由 (l )式 得 、 (二
,
)镇 . B I+ 冬( Ip l一 l )一冬( , + 1 )

,

由 (2 )式得
从 ~

’ 产
~

乙
、 ~

’ 乃 J

囚
、 ‘ ’

~
’, 一 、

“
‘

~
’
一

’ ‘

2
、 ’ ‘ ’ ‘ ’

2
、 ’ 一 ’ 一 ’

~
、
一

‘

一 、
’ ,

、

~ 1
, . _

⋯
_ _ _ . 、
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